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Resumen

En la presente investigacion titulada Solucion Débil de un Problema Eliptico por el
Método de Galerkin, se analizard un sistema eliptico en dominios acotados con la condicién
de Dirichlet. Se muestra la existencia de soluciones débiles utilizando el método de Galerkin.

El objetivo principal es demostrar la existencia de la solucion débil y la importancia de
conocer numerosas aplicaciones con sus propiedades en distintas dreas de la matematica que
se verd a lo largo de este trabajo.

Para abordar nuestro estudio se considerara la funcién Caratheodory, el teorema del dngulo
agudo, la definicién de la solucion débil, la desigualdad de Hélder, la desigualdad de Poincaré
y el teorema de Green.

La presente investigacidn posee valor tedrico y utilidad practica para estudiar las ecuaciones
diferenciales parciales, donde el trabajo de investigacion se aborda desde la perspectiva de tipo
explicativo y usa el método inductivo - deductivo.

Para ello es fundamental conocer los conceptos basicos del andlisis funcional: espacios
de Banach, espacios de Hilbert, teoria de distribuciones, espacios de Sobolev y teoremas
importantes para encontrar el problema de tipo eliptico con condicién de dirichlet.

Palabras Claves
Espacios de Banach, espacios de Hilbert, teoria de Distribucion, espacios de Sobolev y método
de Galerkin.



Abstract

In the present investigation titled textbf Weak Solution of an Elliptical Problem by
Galerkin’s Method, an elliptical system will be analyzed in bounded domains with the
Dirichlet condition. Weak solutions are shown using Galerkin’s method.

The main objective is to demonstrate the existence of the weak solution and the importance
of knowing numerous applications with its properties in different areas of mathematics that
will be seen throughout this work.

To address our study, we will consider the Caratheodory function, the acute angle theorem,
the definition of the weak solution, the Holder-Poincaré inequality and Green’s theorem.

This research has theoretical value and practical utility to study partial differential
equations, where the research work is approached from an explanatory perspective and uses
the inductive-deductive method.

For this, it is essential to know the basic concepts of functional analysis: Banach spaces,
Hilbert spaces, distribution theory, Sobolev spaces and important theorems to find the elliptical

type problem with dirichlet condition.

Keywords
Banach spaces, Hilbert spaces, Distribution theory, Sobolev spaces and Galerkin’s method.
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Introduccion

Histéricamente el Andlisis Funcional abstracto se desarroll6 para responder a las cuestiones
planteadas para la resolucidén de ecuaciones en derivadas parciales, en ella se muestra como
los teoremas de existencia abstracta permite resolver este tipo de problemas. (Brezis, 1984)

Hay varios articulos que se pueden encontrar en revistas cientificas donde la informacién
que nos dan es muy relevante con respecto a los problemas elipticos no locales, como son los
modelos matemdticos que nos permiten estudiar y analizar diversas situaciones del mundo
real, asi como también el impulso que dan a las carreras de ciencias fisica matemadticas en la
bisqueda e implementacion de nuevas metodologias para su resolucion.

La busqueda de aquellas soluciones ha incentivado de manera notable la investigacién en
las matemadticas como por ejemplo, el calculo de variaciones, la series de Fourier, los espacios
generalizados de Lebesgue que estdn designados por LP(£2) y los espacios generalizados de
Lebesgue - Sobolev que se designan por W™P(Q)) (Kreyszig, 1984)

Con el transcurrir de los afios, las investigaciones cambiarian debido a que se han
encontrado ecuaciones que no tienen solucidn cldsica y para resolver estas dificultades se logré
desarrollar lo que se conoce como soluciones débiles.

Para el nuevo concepto de soluciones débiles se utilizé el espacio de Sobolev propuesto por
el matematico Sergei Sobolev. Definimos el espacio de funciones basdndonos en el concepto
de derivadas débiles y consta de funciones L”((2).

El objetivo de esta investigacion es determinar las condiciones bajo las cuales se garantizard
la existencia de la solucion débil de un problema eliptico por el método de Galerkin.

Las principales herramientas para tratar este problema es el espacio de Banach, espacio de
Hilbert, la integral de Lebesgue y espacio de Sobolev.

Para demostrar la existencia se tomard en cuenta algunos métodos como es el método de
Galerkin, regularidad de la solucién débil, la funcién Caratheodory, teorema del dngulo agudo,
teorema de la convergencia, la desigualdad de Holder y la desigualdad de Poincaré, que van a
ser de gran ayuda para desarrollar el presente trabajo (Rudin, 1979).
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Se considera el problema a estudiar de la forma:

_( / flewydr) Au = (f(a.0)) " en© (1)
u = 0 sobre 0f)

Donde « y (3 son constantes reales f : {2 x [0,00 >— [0,00 > es una funcién Caratheodory
cuyas propiedades se verdn en los siguientes capitulos con 2 C R"™ en un dominio abierto,
acotado y suficientemente regular.

El trabajo estd basado en el paper On a class of nonlocal elliptic problems via Galerkin
method de Francisco Julio S.A. Correa, Daniel C. de Morais Filho, donde se presenta un
estudio detallado del problema a tratar, en la cudl se ha incluido la demostracién de algunos
resultados ya que el citado paper no contenia estas demostraciones, como son el teorema del
angulo agudo, la representacion de Riez, entre otros.

Del problema 1 se tiene en la primera linea el problema eliptico no local y en la segunda
linea estd la condicién de frontera.

El tema de investigacion se ha dividido en cuatro capitulos:
En el capitulo uno estd el marco tedrico, los preliminares y los conceptos de investigacion
como son los espacios de Banach, los espacios de Hilbert, la teoria distribucional, espacio de

Soboleyv, teorema del dngulo agudo, método de Galerkin y otros.

El capitulo dos corresponde a la metodologia: tenemos el tipo de investigacion, disefio,
nivel, enfoque y método.

El capitulo tres se realizard el estudio de las condiciones en donde se garantice la existencia
de la solucién para 2 acotado.

El capitulo cuatro se dard algunas conclusiones y/o recomendaciones del tema de
investigacion.
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Notacion

Cuerpo K real R o complejo C.

I
L(X,Y') operadores lineales de X en Y.
B(X,Y

, €s la norma en el espacio de Banach.

) operadores lineales acotados de X en Y.
R(M\) = R(\, A) familia de operador lineal acotado.
C(]0, oo[; X) espacio de funcién continua de [0, co[ en X.
C1([0,T]; X) espacio de funcién continua diferenciable de orden 1.
LP(R) espacio de Lebesgue en R de orden p, 0 < p < oo.
|-| norma en espacio de Hilbert.
L?(0,1) espacio de Lebesgue de funciones cuadraticamente integrables.
—: inmersion continua.
<% inmersi6n continua y compacta.
Q C RY abierto, limitado 9 de clase C*', N € Ny 1 < p < oo
Q clausura o cerradura €.
|©2| significa la medida de 2
0f) frontera del conjunto €.
sop(u) soporte de .

Dado f : Q2 ¢ RY — R diferenciable, el gradiente de f, que se denota V f, define el

vector de RY asf: 5 5
()

oxry ' Oxy

IX



Dado F(x) = (fi(x), -, fx(z)) campo vectorial de clase C, se define la divergencia
de F(z), y se denota asf:

donde V se define como:
v (29 .. 9
 \ 9z Ozn

LP(Q2) es un espacio de funciones p-integrables.
H™ () llamado espacio de Sobolev TW™?2(2).
H? () espacio de funcién en H'({2) que tiene traza nula.

B,.(z) bola abierta cuyo centro es x y radio 7 > 0. Si no tiene centro se dice que estd en
el origen.



CApriTULO 1

MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

1.1.1. Internacionales

Segun Cabada y Correa (2012), Existence of Solutions of a Nonlocal Elliptic System via
Galerkin Method. En estd investigacion se estudi6 el sistema eliptico, con algunas preguntas
relacionadas a la existencia de la solucién y se llegé a la conclusién de que el método
de Galerkin es una herramienta importante utilizado para resolver problemas en un sistema
eliptico. (Cabada, 2012)

1.1.2. Nacionales

Segin Barahona (2018), Existencia de Soluciones Débiles de un Sistema Eliptico no
local Semilineal, sustentado en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, finaliza que
el método de Galerkin tiene muchas aplicaciones para hallar problemas no locales, un caso
especial es ubicar la solucién débil de tipo eliptico, el método empleado es aplicable a cierto
tipo de ecuacién diferencial parcial y/o ordinaria, que sea diferente a la condicién de frontera
(Barahona M., 2018).

1.2. Preliminares

Se comenzard introduciendo los conceptos topolégicos que son de mucha importancia y
ademds temas de andlisis funcional, que también son importantes para el desarrollo de este
trabajo. La gran mayoria de los cuales los hemos estudiado en el pregrado. (Rubiano, 2000)

Definicion 1.1 Dado X un conjunto diferente del vacio una familia T de subconjuntos de X se
llamard topologia para X y cumple los siguientes axiomas:

Al.' ¢7 XerT.
Ay Si{Au}aer C 7, donde I es la coleccion de indices de cardinal arbitrario,

UAQET

As: Dado {A;}!, C T, entonces ﬂ A; € T (Bourbaki, 1966).
i=1
(X, 7) se le llamard espacio topologico, cuyos elementos del grupo T son conjuntos abiertos.

2



Observacion 1.1 Si (X, 7) es un espacio topoligico, un subconjunto B de X es llamado
cerrado si el complemento B¢ = X \ B es abierto en X, esto es B® € T.

Definicion 1.2 Dados dos espacios topoldgicos (X, )y (Y, p) una funcion f : X — Y se
dice continua si, y sélo si, f~(U) € T para cada U € i (Bourbaki, 1966).

Es posible definir lo que significa que una funcién f : X — Y es continua en un punto zy € X,
de estd manera:

Definicion 1.3 Sea X, Y espacios topologicos. Una funcion f : X — Y es continua en un
punto xo € X si para cada vecindad V' de f(xq) en'Y existe una vecindad U de xq en X tal
que f(U) C V.

De esta udltima definicion se concluye de manera inmediata que una funcién f : X — Y es
continua si, y sélo si, f es continua en x para cada z € X.

Definicion 1.4 Un espacio vectorial en el cuerpo K estd dado por un conjunto no vacio X y
cumple lo siguiente:

+: X x X — X (adicion de vectores)

o: K x X — X (producto por escalar)

Tales que Vx,y,z € X ytodo a, B € K se verifica lo siguiente:
1. X se dice grupo abeliano respecto a la adicion:

a) r+y=y-+uo

b) (z4+y)+z=z+ (y+ 2).

c) Existe un vinico 0 € X tal que x +0 =0 + x.
d) Paracadaz € X,3—z € X : x+ (—z) = 0.

2. la multiplicacion por escalar verifica:

a) a(fr) = (af).
b) 1x = x (1 es la unidad en K).
¢) (a+ p)xr = ax + px.
d) alz+vy) =ar+ ay.
Definicion 1.5 Sea un subconjunto M de un espacio vectorial X, diremos que es un

subespacio vectorial de X si, y solo si, para cualesquiera x,y € My o, € K cumple
que: ax + By € M (Hoffman, 1979).

1.2.1. Espacios Métricos

Definicion 1.6 Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto arbitrario
diferente del vacio y d : X x X — R es una métrica, para todo x,y,z € X cumple:

1. d(z,y) > 0.

2. d(z,y) =0 <=z =uy.



3. d(z,y) = d(y, ).
4. d(x,2) < d(x,y) +d(y,2)
(Lima, 1976)

Definicion 1.7 Una sucesion {x,},en de un espacio métrico (X,d) es de Cauchy si

lim d(xp,z,) =0, es equivalente a:
,1M—00

Ve >0,dN € N ral que d(zp,x,) <e VYn,m> N

Definicion 1.8 (Espacio Métrico Completo). Un espacio métrico X es completo si toda
sucesion de Cauchy en X es convergente a algiin elemento de X (Lima, 1976).

1.2.2. Espacios Normados

Definicion 1.9 Un espacio vectorial X se dice normado si, y solo si, existe una funcion
||| + X — R (llamada norma en X) tal que, Y,y € X satisface:

I ||z]| >0 VzeX.

2. Silz]| =0 <=2 =0,z € X.

3. ||azx| = |a|||z| donde o € K,z € X.

4 |z +y| <|z|| + ||yl Vz,y € X (Desigualdad Triangular) (Brezis, 1984).

(Barahona M., 2018)
Al par (X, ||-]|) se le denomina espacio vectorial normado.

Si no se cumple la condicion (2), se llama seminorma.

Proposicion 1.1 Dos normas ||.||1, ||.||2 son equivalentes si 'y sélo si 3Cy, Cy > 0 tales que:

Cillzlr < llzfl2 < Collzfli, Vzre X

Observacion 1.2 Se mencionard lo siguiente:

1). Todo espacio normado es a su vez un espacio métrico, pues dado el par (X, ||-||) se define:

d(z,y) = ||z =yl

2). Su reciproco de (1) no es vdlido, es decir no todo espacio métrico es normado.

Teorema 1.1 Para n € N, el espacio (K™, ||.||,) es un espacio normado para todo p € Ry
p>1



1.2.3. Espacios de Banach

Definicién 1.10 Un espacio normado (X, ||.||) se dice que es completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente en X (Dieudonné, 1981).

Definicion 1.11 Sea X un espacio vectorial normado. Diremos que (X, ||.||) es un espacio
de Banach si (X, d) es un espacio métrico completo, donde d es la distancia inducida por la
norma, es decir, d(z,y) = ||z — yl||. (Hoffman, 1979)

Algunos ejemplos de espacios de Banach son:
1. C con la norma usual.

2. R = {(z1,29, - ,2,) :2; €R, j=1,2,--- ,n} conla norma:

. ]
(21, 22, -+, x0)|| = (ZW)
Jj=t

3. R™ con la norma

H(xlax?v T 7xn)||00 - max{|x1|, |l’2|, e 7‘1:”‘}

4. El espacio de las sucesiones acotadas sobre el cuerpo K

loo(K) = {(2)nen € KV SUIN)|37n| < o0}
ne

con la norma

[2]loc = sup|z,|
neN

5. Elespacio ¢ = {(zp)nen : n, € R}, lim z,, existe considerando la norma ||. ||
n—oo
6. Elespacio ¢ = {(zp)ner  1im = 0} con la norma ||.||
n—oo

7. El espacio de las funciones continuas
C([a,b]) = {f : [a,b] = K/ [ escontinua}, con la norma

[flloe = sup [f(2)|

z€la,b]

Teorema 1.2 Sea p € R tal que p > 1. El espacio R" con la norma:

n »
1,2, - )|y = (Z\mp)
i=1

es un espacio de Banach.



Demostracion Por el teorema 1.1, ||.||, es una norma para el espacio, asi sélo resta probar que
R™ es completo. Sean (zy)ren, donde xp = (zg1,- - , Tky), una sucesion de Cauchy en X y
e > (. Existe V € N tal que para cualesquiera £, m > N, se tiene:

ek — 2ull, < &

De esto se deduce:
|2 = Tl | < ok — 2l < €

para cualesquiera k,mm > N e 1 < ¢ < n. Dada la completitud de R, existe y; € R tal que
limg,, = y; paratodal <i <n

Si llamamos y = (y1, 2, -+ - , Yn) resulta que limy,_,., = y.
En efecto
Paracadai = 1,--- ,n,existe V; € N tal que para cada k > N;, |z — y;| < (%)%

Sean N = max{Ny,--- ,N,}y k > N, luego:

n
€
ka - y||§ = E |5L‘kz - y,-lp < nﬁ =¢
i=1

Por lo tanto lim_,xy =y B

Definicion 1.12 Sean X , Y espacios normados. El operador lineal L. : X — Y es un
operador lineal acotado si hay una constante real positiva M > 0 talque:

IL(z)]y < M|z]|x, VzeX
Sea L : X — Y un operador lineal acotado, se define la norma de este operador L como:

[ L]y
IL] = sup =—=; |[LI]| = sup [[Lx[; [[L]] = sup || Lz|

ero |zl lzl|<1 lzl|=1

(Banach, 1987)
Teorema 1.3 Se dice que el operador lineal es acotado si, y sélo si, es continua.

Demostracion Ver (Gatica, 2011)

Definicion 1.13 Sea X espacio normado, se llamard duplo algebraico de X a:

X# = {f : X = R feslineal}, se define el duplo o dual topolégico de X como
X*={f:X — R sifeslinealy continua} que es el espacio de funcion lineal y continua.
Idénticamente se define para el espacio bidual X** como espacio de funcion lineal y continua
en X*.

Definicion 1.14 (Inmersion) EL espacio normado X se dice que estd inmerso en un espacio
normado Y, la notacion es: X < Y, si: (Medeiros, 2000).

(i) X es subespacio vectorial de 'Y



(ii) El operador identidad I definido sobre X es continua, si:
AC > 0: |z|ly <Clz|x, Vre X

Una clase importante de espacios de Banach que permite generalizar propiedades algebraicas
y geométricas del espacio Euclideo es el espacio de Banach. (Barahona M., 2018)

Definicion 1.15 (Inmersion Continua) Sea V' y H dos espacios de Hilbert con V subespacio
de H (V C H), diremos que V estd inmerso continuamente en H y denotamos por V- — H si
existe C' > 0 tal que:

fulg < Cllully, YueV

Sea el ejemplo para un caso:

V=H}(Q) y H=L*Q) 6 V=H'(Q) y H=L*Q)

Definicion 1.16 (Inmersion Compacta) Se dice que la inmersion V. — H es compacta,
c . . e,
denotado V. — H si el operador de inmersion i : V. — H es compacto, esto es cuando

1 es continua y cada sucesion acotada en V' posee una subsucesion convergente en H
(Brezis, 1984).

1.2.4. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio pre - Hilbert completo con respecto a la métrica
asociada. Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma inducida
por el producto interno. (Barahona M., 2018)

"La nocién de convergencia de sucesiones de ndmeros reales nos dd la idea de la
generalizacion de la convergencia de sucesiones en un espacio lineal normado" (Kesavan,
1989).

Definicion 1.17 Una sucesion (f,,)nen en un espacio normado es convergente a un elemento
f del espacio si, dado € > 0, existe N € N tal que para todon > N tenemos ||f — f,|| < e. Si
fn converge a f se escribe f =1lim f,, 6 f, — f

Definicion 1.18 Un espacio normado es llamado completo si toda sucesion de Cauchy en
el espacio es convergente; es decir, si para toda sucesion de Cauchy (f,)nen en el espacio
normado, existe f en el espacio tal que f, — f.

Definicion 1.19 "Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R 6 C). Un producto escalar
o0 producto interno que se define en X es una aplicacion (.,.) : X x X — K" verifica:

1. (Aditiva) (u + v,w) = (u,w) + (v +w) Vu,v,w € X.

2. (Homogénea) (au,v) = afu,v) VYu,v e X yVa e K.

3. (Hermitica) (u,v) = (u,v) Yu,v € X.

4. (Definida positiva) (u,v) > 0y (u,u) = 0 si, y solo si u = 0. (Rodney, 2009)

"Toda aplicacién que verifica (1), (2) y (3) se llama forma sesquilineal hermitica"
(Berberian, 1974)



Definicion 1.20 Un espacio (X, (.,.)) dado de la siguiente forma para el producto escalar se
dice espacio prehilbertiano.

Se define como: ||x|| = \/{(x, x)
Y por tanto es también una métrica, con la distancia:
d(z,y) = ||z —yll = V{z —y,z —y)
Corolario 1.1 Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Definicion 1.21 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto
interno y que es un espacio de Banach con la norma ||z|| = \/{x, z). De aqui todo espacio de
Hilbert es un espacio de Banach.

Teorema 1.4 Sea H el espacio de Hilbert. Entonces H tiene un sistema ortonormal
completamente numerable si 'y solo si H es separable.

Teorema 1.5 Sea H un espacio de Hilbert separable. de dimension infinita, entonces H tiene
una base ortonormal y numerabel y es isométricamente isomorfo a L? Ver (Rodney, 2009)

Teorema 1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X,(.,.)) un espacio pre-Hilbert sobre el
cuerpo K es:

(2, y)| < [l (lllyll
(Gatica, 2011 ).

Demostracion Ver (Gatica, 2011).

Proposicion 1.2 Un espacio lineal normado X es completo si, y solo si, cada serie
absolutamente convergente, es convergente en X (Rosas Cruz, 2005).

Demostracion Ver (Rosas Cruz, 2005)

Definicion 1.22 Sea X un espacio vectorial sobre R; se llamard espacio dual algebrdico de
X, que denotamos por X*, al R espacio vectorial

X" ={z": X = R/x" eslineal y continuo}
(Kolmogorov, 1975).

Para este espacio disponemos de una norma que se puede expresar de diferentes formas, como
son
|lz||* = min{K > 0:|z"(x)| < K||z| Vze X}
= sup{|z*(z)| : x € X, ||z|| < 1}

paraz® € X*
La completitud de R nos asegura que X* es un espacio completo. El espacio de Banach X*

recibe el nombre de espacio dual topolégico del espacio normado X, para diferenciarlo del
dual algebrdico.



Teorema 1.7 (Teorema de Representacion de Riesz) Sea X un espacio de Hilbert y un
funcional lineal * € X* entonces existe un uinico y € X tal que:
x*(x) = (x,y), Vo € X yen este caso ||x*||x+ = ||y||x (Brezis, 1984).

Demostracion Ver (Brezis, 1984)

Definicion 1.23 (Base Hilbertiana) Sea H un espacio de Hilbert separable, se llama base
Hilbertiana (o base ortonormal) de H a toda sucesion (V,,),>1 de elementos de H, que
constituye un sistema completo en H y que verifica:

(ii) El espacio vectorial generado por (V,,),>1 es denso en H.

(Brezis, 1984)

1.2.5. Topologia Débil

Definicion 1.24 Para cada [ € X*, consideremos el funcional lineal ¢y : X — R definido
por

z = ¢p(x) = (f, )

y consideremos la familia {¢}ex-. Llamamos topologia débil o(X,X*) sobre X a la
topologia menos fina definida sobre X que hace continuas a todas las aplicaciones ¢
(Brezis, 1984)

Teorema 1.8 Sea (x,,) una sucesion de elementos en X. Entonces:
i) x, — x débilmente en o(X, X*) siy solo si:

(f,zn) = (f,x) VfeX*

ii) Si x,, — x fuertemente, entonces:

x, — xdebilmenteeno(X, X™)

iii) Si x,, — x débilmente en o(X.X*), entonces la sucesion {||z,||x} es acotada y verifica
que:
zllx < limanflzn || x

iv) Six, — x débilmente en o (X, X*) y si f, — f fuertemente en X*
(es decir, || fr, — fllx+ — 0), entonces:

(fns ) = (f, 2)

(Brezis, 1984)
Teorema 1.9 (Banach - Alaoglu - Bourbaki) La bola cerrada unitaria

Bx-={f e X" ||/

o <1)

es compacta en la topologia débil o(X*, X)



1.2.6. Espacios Reflexivos

Definicion 1.25 Se define la inyeccion candnica topologica J : X — X** de la siguiente
forma: para cada x € X, el funcional J, : X* — R definido por:

[ () (f) = (f, )

es lineal continuo. Es decir, J, es un elemento de X**, verificandose que:
(Jos f) = (f,2) V[feX

(Brezis, 1984)

Observacion 1.3 La inyeccion candnica J es una isometria, es decir:
[Sallxe = llzflx  VoeX

Y, por consiguiente, también es una aplicacion inyectiva.

Definicion 1.26 Sea X un espacio normado. Decimos que X es reflexivo si J[X] = X**; es
decir, J es un isomorfismo isométrico entre los espacios normados X y X**

Teorema 1.10 Si X es un espacio de Banach reflexivo, entonces cada sucesion {x,} acotada
en X posee una subsucesion {x,, } que converge en la topologia débil o (X, X*). (Brezis, 1984)

Teorema 1.11 Digamos que X, Y son espacios de Banach T’ : X — Y isometria suryectiva
entonces X es reflexivo siy solo si 'Y es reflexivo.
T es isometria

d(z,y) = d(T(z),T(y))
Observacion 1.4 Toda isometria es inyectiva.

Propiedad 1.1 "Sea E espacio de Banach reflexivo, M C E subespacio vectorial cerrado
entonces M dotado de la norma inducida por E es reflexivo"(Brezis, 1984).

Las aplicaciones {¢s}; € E’ se denotard como G(E, E') = 7,, la topologfa débil ( o sea
menos fina que hace continuas a ¢ se genera por las {¢}; € £’ se denota como z,, — .

Proposicion 1.3
(1) Six, — xsi,ysdlosi(f ,x,) — (f,x) VfeF.

(2) Siz, - x = (v,)esacotaday ||z|| < lim ||z,].
n—o0

(3) v, > xenG(E,E"y fo — fen E' = (fn,z,) — (f, ).
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1.2.7. Espacios Separables

Definicion 1.27 Se dice que un espacio métrico es separable si existe un subconjunto D C E
tal que es numerable y denso en F (Hernandez, 2018).

Definicion 1.28 D es denso en X si, y solo si, para cada v en X y cada r > 0 existe un y en
D tal que d(x,y) < r. Es decir:

D:{xbgj%"' 7}CE

Ejemplo 1.1 El espacio métrico R es separable porque QQ es un subconjunto numerable y
denso.

Mostremos que Q es denso. Dados x en Ry r > 0, encontremos q en (x — r,x + r)[ Q.
Entonces q € Qy d(z,q) <.

Corolario 1.2 E es espacio de Banach, reflexivo si y sélo si E es reflexivo.
Teorema 1.12 Sea F un espacio de Banach tal que E' es separable. Entonces E es separable.

Corolario 1.3 Sea E un espacio de Banach. Entonces E es reflexivo y separable si y solo si
E' es reflexivo y separable.

1.2.8. Isomorfismos e Isometrias

"Sean X e Y espacios normados sobre el cuerpo K. Una aplicacion 7' : X — Y es un
isomorfismo si 7' es biyectiva, lineal y continua y su inversa 7! es continua. En tal caso,
también diremos que X e Y son isomorfos" (Cabello, 2009).

Proposicion 1.4 Dados X e Y espacios normados.

1. "La aplicacion T — || T

,de L(X,Y) en R definida por:
1T = sup{IT(x)|| - © € Bx}

Es una norma sobre L(X,Y), conocida como la norma candnica de operadores. La
topologia generada por la norma de operadores se conoce como topologia uniforme de
operadores" (Cabello, 2009).

2. Se verifica:
IT1| = sup {|T(@)]| : € BY} = sup {|T(@)]| : = € Sx}

=mn{s>0:|T)| < |||, VereX}
T@)|| > |IT||zl; Vx € X (Cabello, 2009).

En particular,

3. "La convergencia en la norma canonica de operadores equivale a la convergencia
uniforme en Bx, o a la convergencia uniforme en cada subconjunto acotado de X"

(Cabello, 2009).

4. "Si'Y es un espacio de Banach, entonces el espacio L(X,Y"), con la norma candnica de
operadores, también lo es" (Cabello, 2009).
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5. "Si Z es otro espacio normado, T € L(X,Y)y S € L(Y, Z), entonces la aplicacion
ST : X — Z definida por:

ST(z) = S(T(x)), Ve € X
pertenece a L(X,Z) y ||ST| < ||S|||IT]|" (Cabello, 2009).

Notese que si 7' es un isomorfismo de (X, |.||) en (Y,].||), entonces en virtud de las
desigualdades anteriores, la aplicacién = +— ||z||; = ||T(x)||, define una nueva norma en X
que es equivalente a la norma inicial ||.||. Para probar de que todo isomorfismo entre espacios
normados es una aplicacién abierta se requiere de algunos teoremas y que todo espacio
isomorfo a un espacio de Banach es también un espacio de Banach.

Si 7" es un isomorfismo y mantiene las normas:
[T ()] = [l]l; (= € X)

Se dice que 7' : X — Y es un isomorfismo isométrico y que X e Y son isométricamente
isomorfos.

El isomorfirmo isométrico es la identificacion total entre dos espacios normados. Si 7" es
un isomorfismo de (X ||.||) en (Y, ||.]|), y considero de nuevo la norma en X, ||z||; = ||T(z)]],
entonces 7" es un isomorfismo isométrico de (X, ||.||;) en (Y ||.||) (Cabello, 2009).

1.2.9. Medicion de Lebesgue en R"” y Funciones Medibles
Definicion 1.29

(a) El conjunto M que consta de subconjuntos del conjunto X se llama o - dlgebra en X si M
tiene las siguientes propiedades:

(i) X € M.
(ii) Si A € M entonces A° € M.

(iii) Si A = U A,ysiA, € M,n=1,2,...entonces A € M. (Kolmogorov, 1975).

n=1

(b) "Si M es un o - dlgebra en X, entonces se dice que X es un espacio medible y a los
elementos de M se les llama conjuntos medibles en X" (Kolmogorov, 1975).

(¢) Se llama medida positiva a una funcion, definida en o - dlgebra M con valores en [0, c0)
y que es numerablemente aditiva, es decir que si {A,}, € N es una coleccion numerable
disjunta de elementos de M, entonces

n=1 n=1
(Barahona M., 2018).

La contribucién mds importante de Henri Lebesgue (1875 - 1941) a las matemaéticas fue la
teoria de integracion desarrollado por Lebesgue, en la que extendio el teorema de Riemann a
una clase mas extensa de funciones.
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Teorema 1.13 (Propiedades de medicion externa )
(i) m*(®) =0
(ii) (Monotonia) Si A C B, m*(A) < m*(B)

(iii) (Subaditividad) Sea {1, },en una familia numerable de conjuntos; entonces

m’ ( U Qn) <> mi ()

n=1

(iv) (Regularidad)
m*(Q) =inf{m*(G) : G abierto, Q C G}

(v) (Invariante por traslaciones) Para todo conjunto €2 y todo x € R",
m*(z + Q) =m*(Q)
(De Guzman, 1979).
Demostracion Ver (De Guzman, 1979)

Definicion 1.30 El conjunto () se dice Lebesgue medible, que en lo que sigue llamaremos
simplemente medible, si verifica la siguiente propiedad: Para todo E la igualdad se verifica:

m*(E) =m"(ENQ)+m"(E —Q)

Se denotard por M a la familia de todos los conjuntos de R™ que son medibles. Se llama
medida de Lebesgue en R™ a la restriccion de la medida exterior m* a M, es decir:

m: M — [0;00]
A — m(A) =m*(A)

Ver (Gatica, 2011).
Teorema 1.14 En cada enunciado suponga que A, B € M, entonces
1. Ae M
2. AN B € M yportanto A — B € M
3. AUB € M ysiademds AN B € M tiene medida finita,
m(AU B) =m(A) + m(B) —m(AN B)
Ver (Gatica, 2011).
Demostracion Ver (Gatica, 2011)

Definicion 1.31 Sean Q CR", Qe M vy f:Q — R Sedice que f es medible si, para
todo abierto G de R, la imagen inversa [~'(G) = {z € Q : f(z) € G}, es un conjunto
medible en R". (Barahona M., 2018)
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Observacion 1.5 Se tiene lo siguiente:

1. En primer lugar, Q = f~'(R) debe ser medible. Solo tiene sentido hablar de funciones
medibles si estdn definidas en conjuntos medibles.

2. Son equivqglentes:

(a) Se dice que f es medible.
(b) Para todo conjunto C C R cerrado, f~1(C) e M.
(c) Un conjunto A C R"™ es medible si, y solo si, la funcion caracteristica

1, z€A

es medible.

Teorema 1.15 "Sea Q CR", Qe M vy f:Q — Runafuncionmedibley g : f(2) - R
continuas en (). Entonces (gof) es medible" (Gatica, 2011).

Demostracion Ver (Gatica, 2011)

Proposicion 1.5 Q CR", Qe M vy f,g:Q — R son funciones medibles.
Entonces:

Para o € R se dice que of es medible.

f+g9 vy [f— gsonmedibles.

f.g es medible.

Si g(z) # 0 para todo x € €, 5 también es medible.
|f| es medible.

Si fes medible y g = f en casi todas partes entonces g también es medible, esto es, si existe
un conjunto £ C Q conm(E) =0 y f(x) = g(x) para todos x € Q — E, entonces f es
medible si, y solo si, g es medible (De Guzman, 1979).

Demostracion Ver (De Guzman, 1979)

Recordemos que el soporte de una funcién f : X — R que se denotard por Sop(f), es la
clausura del conjunto {z € X : f(z) # 0}. Asi el soporte de f viene hacer el complemento
del conjunto abierto mas grande donde f se anula" (Barahona M., 2018).

Denotaremos como C, (X)) al espacio vectorial sobre K de todas las funciones f : X — K
que tiene soporte compacto. Sea €2 un dominio en R". Denotaremos por
C°(Q2) = C(92) al conjunto de todas las funciones continuas sobre 2. Y si k es un nimero
entero no negativo, hacemos

CHQ) = {u/u: Q= R, DueCQ), 0<lal<k}

C* Q)N {u/sop(u) es compacto sop(u) C Q}
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Cx(Q) = () C™(Q)
m=0
Sobre C(£2) se define la norma de convergencia uniforme, como:

[ flloo = suplf ()]
€N

con la cudl es un espacio de Banach (Barahona M., 2018).

Proposicion 1.6 "Sea ( f,)nen una sucesion creciente en C,(S), que converge puntualmente a
una funcion f € C,(Q). Entonces (f,,)nen converge uniformemente a f" (Gatica, 2011).

Demostracion Ver (Gatica, 2011)

1.2.10. La Integral de Lebesgue

En la teoria de los espacios funcionales hay problemas con la integral de Riemann,
problemas que no permiten llegar a ciertos teoremas indispensables. Los problemas aparecen
cuando tratamos de hacer interactuar a la integral de Riemann con otras operaciones especiales
como operaciones con limites por ejemplo, el limite de una sucesion de funciones integrables
puede no ser integrable. Es cuando surge la necesidad de ampliar nuestro concepto de integral.
Los problemas de la integral de Riemann pueden solucionarse mediante la generalizacion
conocida como la integral de Lebesgue.

Definicion 1.32 Sean Q CR", Qe M vy s:Q — Runafuncion simple no negativa.

k k
s=) axdi, And;=0 i#j y [JA=0
=1

=1

Se definird la integral de s en () por

/Qs = gaim(/li)

(Kolmogorov, 1975)

Mencionaremos algunos resultados importantes:

1. La integral es no negativa y puede ser infinita:

Oﬁ/sgoo
Q

2. Geométricamente en R?, la integral de s es la adicién de los volimenes de los prismas
de base A; y altura q;

Proposicion 1.7 Sean QQ C R", Qe M y s1;8 : Q — R son funciones simples y no
negativas. Entonces:

1. fQ(Sl—l—Sg):/ﬂsl-i—/QSQ
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2. Va e R, /aslza/sl
Q Q

3. Siexiste E CQ m(E) =0, tal que s1(x) < ss(x) para todo x € Q) — E, entonces

<]
Demostracion Ver (Adams y Fournier, 2003)

Se concluye la seccion definiendo la integral de Lebesgue para funciones no negativas.

Definicion 1.33 Sean Q CR™, Q € My f : Q — R una funcion medible, con f(x) > 0 para
todo x € (). Se definine la integral de f en ) asi: (Brezis, 1984).

/f:sup{/s:s funcion simple Ogsgf}
) Q

Definicion 1.34 Definimos la parte positiva f+ y la parte negativa {~ de una [ asi:
(@) =maz{0, f(z)}, [ (z) =maz{0,~f(z)}
Asi, f = [t — f~,donde f* y [~ son funciones no negativas.

Podemos ahora definir la integral de Lebesgue para una funcién f arbitraria .

Definicion 1.35 Sean Q) C R, Qe M vy f:Q — R una funcion medible, se define la

integral de f en ) por:
=L b

Se dice que la funcion u definida en casi todas partes (ctp) en §) se llamada localmente
integrable en Q) siempre que v € L'(U) para cada abierto U € (), se denotard como
U € Ljo($2)

Observacion 1.6 Si las integrales de f* y f~ son ambas oo no tiene sentido la expresion
00 — 00. Decimos en este caso que la funcion f no es integrable.

Definicion 1.36 (Integral de un Subconjunto). Sea H C 2 C R" un conjunto medible, se

define la integral de f en H por:
[ #wyis = [ g
H Q

Teorema 1.16 (Propiedades Bdsicas de la Integral). Sean f,g : 0} C R" — R funciones
medibles. Entonces:

(a) (Lineal) Sea c € R,

/Q(f—kg) x—c/f d:v%—c/Q (z)dx

(b) (Monotond) Sea f(x) < g(x) para todo x € Q

/ﬂf(a:)dxg/ﬂg(m)dm
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(c) |f| es medible y
[ 1@is| < [ |7l
Q Q

(d) Sl/|f|($)d$ =0, entonces f =0 en casi todas partes
)
(Adams y Fournier, 2003).

Demostracion Ver (Adams y Fournier, 2003)

La diferencia que se puede encontrar con la integral de Riemann y Lebesgue. La integral de
Lebesgue utiliza una aproximacion por funciones constantes en conjuntos medibles suceptibles
de causar dificultades; a diferencia de las integrales superiores e inferiores donde se utiliza solo
intervalos.

Teorema 1.17 "Sea (f,)nen una sucesion creciente de funciones medibles no negativos
(ampliadas), con lo que f(x) = lim f,(x) es medible y
n—o0

/f(x)d:c = lim [ f.(v)dx

n—00

para cualquier conjunto medible E2 C §)" (Brezis, 1984).

Teorema 1.18 (Convergencia Monétona - Lema de Fatou) Si (f,).cn es una sucesion de
funciones integrables no negativas, entonces

/lim inf f,dr <lim inf/ fndx
Q n—o0 n—00 Q

Demostracion Ver (Brezis, 1984)

Teorema 1.19 (Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea ( f,,),cn una sucesion de funciones
integrables. Supongamos que:

(i) fo(x) = f(x) ctp en

(ii) Existe una funcion g € L*(Q) tal que para todo n si |f(z)| < g(z) ctp. en Q
entonces,

lim n(z)dr = z)dz
[ h@ie = | 1@

n—oo

Ver (Adams y Fournier, 2003).

Demostracion Ver (Adams y Fournier, 2003)

1.2.11. Espacio L*(Q)

Sea () un subconjunto abierto en R™ no vacioy 1 < p < oo. Denotamos por LP({2) a la
clase de funciones medibles u definidas en €2 para lo cual

/Q|u(x)|pdx < oo
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Y su norma de L”(€2) por:

el (@) = [ / ru<x>|pdx]’l’

L®(Q) ={u:Q—R;u medible y |u(z)|< M casi siempre en §}

Sea el caso p = oo se definira:

es una norma en L*>°(€2). Asi se tiene la siguiente proposicion:
Proposicion 1.8 L?(Q)) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo

Demostracion Ver (Ambrosetti y Cerami, 1994)

1.2.12. Distribuciones

En el resto del trabajo reservamos el simbolo €2 para denotar un conjunto abierto Euclidiano
R" y ¢ para designar un conjunto vacio.

Un punto de R” se denotard por x = (x1, 23, ..., ), donde z; € R, paracada 1l <i < n.

Definicion 1.37 A la n-upla o = (o, s, ..., ) la llamaremos multi-indices si « es la n-upla

de niimeros enteros no negativos. Ademds, denotaremos por X el monomio (z{',...,x%") de
n

grado |a| = g aj, la suma de dos multi-indices, o, (3 es:
Jj=1

a+ = (oq+ b0+ Ba, ..., 00+ By)

Decimos que 3 < « si ; < a; para todo j = 1,2,...,n. Para denotar la derivada parcial
haremos g ges e
D%p = . = DD ... Do
¢ Ox{"' O0xy*  Oaon b "

conviniendo que D00 ¢ = ¢

Por otra parte, el gradiente de una funcion de valores reales ¢ serd denotado por:

Dd)(x) = (Dﬂﬁ(l’), D2¢(x)7 U 7Dn¢(c))

Definicion 1.38 Sea Q) un abierto de R™ y wu : Q — R una funcion dada. El
soporte de u es el conjunto que se define de la siguiente manera:

sop(u) = {z € Q/u(x) # 0}

Proposicion 1.9 Sea Q2 C R" un abierto, f : Q8 — R, se considera {w;},~,,w; C Qes un
abierto para cada i tal que f = 0 c.s. en w;
Se define: w = U w; Entonces f =0 c.s. en w.
iel
Sean u,v : Q — K funciones con A € K — {0}
Entonces:
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Asi mismo se define:
Cr={u:QeR/uecC®) con sop(u) compactoC Q}
Los elementos de Cg° se denominan funciones de prueba.

Proposicion 1.10 El espacio D(X), es denso en LP(2),V1 < p < oo es decir
D(Q) = LP(Q), paratodo1 < p < oo

Sea €2 un dominio en R”, una sucesion { ¢, } jen de funciones en C§°(§2) es llamada convergente
en el sentido del espacio D(2) ala funcién ¢ € C§°(2) si cumple las siguientes propiedades:

(I) Existe K € 2 tal que Sop(¢; — ¢) C K para cada j.

(II) lim D“¢p;(x) uniformemente en K para cada multi-indice en a.
j—o00

El espacio dual D'(€2) de D(f2) es llamado espacio de Schwartz. Los elementos de este
espacio son llamados distribuciones. Este espacio es dotado con la topologia débil estrella, asi
que una sucesion {7}, },en converge a 7' € D'(Q) si T,,(¢p) — T'(¢) para todo ¢ € D(£2). En
este caso se dice que {7}, },en es convergente a 7" en el sentido distribucional.

Para S, T € D'(Q?) y ¢ € R, entonces se define las siguientes operaciones:

* (S+T)(¢p)=95(¢) +T(¢) paracada ¢ € D(2)
o (cT')(¢) = cT'(¢), paracada ¢ € D()

Ejemplo Para cada u € L] (). El funcional

loc

sera distribucion.

Sean ¢1,02 € D(2) y BeC

Tu(¢1 + Bd2) = [ u(x)(d1 + Boa) () dx

I
S— S5

u(x)(¢r(x) + Ba(x)) da

w(z) ¢ (x) de + /Q u(z) po(x) do

En consecuencia se comprueba que 7, es lineal.

[
'ﬂb

19



1.2.13. Derivada de una Distribucion

Definicién 1.39 Sea @ C R"™ un conjunto abierto y T € D'(Q)) una distribucion. Dado un
multi-indice « definimos la a-ésima derivada de T como:

(D°T(¢) = (-1)*'T(D*¢), V¢ € D(Q)
(Brezis, 1984)
Proposicion 1.11 DT es una distribucion, ¥'T' € D'(2)
Demostracion:

Sea ¢, 0, € D(Q) y peC.
DT (1 + B¢2) = (=1)T(D*(¢1 + B¢2))
= (=DIT(D¢1 + BD"¢,)
= (=DIT(D¢1) + BT(Ds)]
= (=1)T(D%1) + B(—1)T(D"¢»)

= DT(¢1) + BDT(¢2)

(Brezis, 1984)

Una vez verificado la linealidad, se procedera a comprobar la continuidad, para ello se
considerd {¢, } jey una sucesién en D((2) tal que ¢; — ¢ en el sentido D(2).

Entonces (¢; — ¢) € D(Q)
D*(¢; — ¢) € D(2) y existe K € (2 tal que Sop(¢; — ¢) C K para todo j y luego demostrar
DT (4;) = DOT(0).

1
loc

Definicion 1.40 Sea 2 C R"™ un conjunto abierto, u € L

una funcion v, € L}, de tal manera que:

(Q) y o un multi-indice. Si existe

T..(¢) = D°Tu(¢) V ¢ € D(Q)
entonces v, es llamada la o-ésima distribucional o débil de T),.
Ejemplo
1) SioeQ y 6&¢c D(Q)es ladistribucién de Dirac entonces, D5 viene dada por:

D*§(¢) = (~=1)!*'D*(0)

2) SiQ=R y H e L} (Q)esuna funcién escalonada definida por:

loc

- 1, para x>0
H(z) = {O, para x <0
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Sea ¢ € D(R) con soporte compacto en [—a;a] entonces :

(TH) ¢ = (~)""TH()
= ~TH(¢)

= ¢(0) = d(¢)

Por lo tanto (T'H) es la distribucién de Dirac por lo cual (TH) es una distribucién
(Barahona M., 2018).

1.2.14. Espacios de Sobolev

Estos espacios fueron descubiertos por el matemdtico Serguéi Sébolev en 1930, tiene
una gran influencia sobre el desarrollo de las ecuaciones diferenciales, el andlisis, la fisica,
geometria diferencial y otras ramas de la matematica.

Toda funcién u € LP(S2) posee derivadas distribucionales de todos los érdenes, donde
las derivadas de u no siempre pertenecen al espacio L”({2), eso llevé a Serguéi Sobolev en
1936, a idealizar una nueva clase de espacios vectoriales llamados Espacios de Sobolev. A
continuacion introducimos los espacios de Sébolev de orden entero y establecemos algunas de
sus mds importantes propiedades (Manuel, 2000).

Definicion 1.41 Sean 2 C R"™ un conjunto abierto y 1 < p < oo. Si m es un entero no
negativo, u € LP(Q)) y existe la derivada distribucional D“u para cualquier o con
0 < |a| < m, tal que:

D e LP(Q2), V |al<m

Entonces se dice que u € WP ().

WP (Q) es llamado Espacio de Sobolev sobre ()

En este espacio se define el funcional

hSA

[l = Z ||Dau||£ , st 1<p<oo

0<]a|<m
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que €S una norma.

En efecto:

3=

Es evidente que ||u||,,, > 0, ademas si ||u||,,, = 0 implica que Z [ D%u|> ] =0,y
0<lal<m
en consecuencia || D*ul/? = 0, para todo 0 < [a| < m. Un caso particular para a = 0 se tiene:

_ 0 _ _
[ D%ul[y = || D ullp = [[ull; =0
de donde se obtiene u = 0.

La homogeneidad del funcional se verifica, dado que la derivada y la norma satisfacen dicha
propiedad:

=

|Bullmp = > DB
0<|ar| <
1
P
= > 18Dl
0<]a|<m
1
P
= > IBPIDull?
0<|ar|<m
1
P
= BI{ > DI
0<]a|<m
= 1B [wllmp

y para finalizar, la desigualdad de Holder, nos garantiza que el funcional satisface la desigualdad
tridngular:

3=

lutvlme = | D ID*u+o)l}

0<|a|<m

B =

— Z | D%u + D%}

0<|al<m
1 1
P
< | S peuln | o+ >0 Dol
0<|al<m 0<|a|<m

= lullmp + v[lmp
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Teorema 1.20 Sean 2 C R"™ un conjunto abierto no vacio, k > 1 un entero y
p € [1,00).

Se tiene:
(a) WFP(Q) es un espacio reflexivo si p € (1, 00).

(b) W*P(Q) es un espacio separable sip € [1,0).

Demostracion Ver (Adams y Fournier, 2003)

Observaciéon Los espacios que se menciona W*1(Q) y  W**°(Q) no son reflexivos.

Definicion 1.42 Sea k > 1 un entero y p € [1,00). Definimos Wi (Q) como la clausura de
D(Q) en WHP(Q), es decir:

Wir() = D)
Cuando p = 2, se denota como HE(Q) = WE?(Q).
Observacion

1. Observe que u € W,P(Q) si, y sélo si, existe una sucesién {¢, },en € D(Q) tal que
0, — uwen WFP(Q), esto es, existe (,)ven, tal que D%, — D% en LP(SQ), para todo
0<lal < k.

2. Utilizando la convolucion con una sucesion regularizante, podemos comprobar que
CE(Q) C WEP(Q) paratodo k > 1,p € [1,00).

Se mencionard algunas propiedades:
a) El espacio de Sobolev W°P () = LP((2).
b) WmP(Q) — WkP(Q), si m > k.
c) C™(Q) — WmP(Q).
d) C=QNW™P(Q) es denso en W™P().

Esta dltima propiedad permite definir un subespacio de clases de equivalencia de funciones que
se anulan sobre la frontera.

W () = Wme(Q2) N Cgo () =~ G5 (©)

Wm,p(Q)

Nota:
Cuando m = 1,p = 2, se tiene: W'*(Q) = H'(Q)

Wh2(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q);V]a| < m}

Observacion 1.7 Sea ) un abierto acotado en R™, de forma andloga el caso de Wy""*(2) se
define

wmp(Q)

Hy () = H*(Q) N CgE A WI™P(Q) = D(Q) _ Byl

Para p = 2, se tiene:
We™*(Q) = H'(2)
Hy(Q) = {u € H'(Q2)/u(0) = u(1) = 0}
donde:
HY(Q) = {u e L*(Q), D € L*(Q); V]a| <m}
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1.2.15. Inmersiones de Sobolev
Teorema 1.21 (Teorema de Sobolev) Sean m > 1y 1 < p < oco. Entonces:

1. Si % — % > 0 entonces W™P(§2) C LP(Q);é —1_

=3

p
2. Si % — % = 0 entonces W™P(Q2) C LP(2);q € [p, o0

~—

3. 8it— % < 0entonces W™ C L>(Q)
p

siendo continua las anteriores inmersiones.

Observacion 1.8 Las siguientes observaciones son de importancia para las inmersiones de
Sobolev.

1. (W™P(Q),|.]|,) es un espacio de Banach.

2. Si p = 2 el espacio de Sobolev WP () se convierte en un espacio de Hilbert con
producto interno dado por:

(u,v) = Z (D%, D) r2(0); u, v € W™?(Q)

laj<m

3. Se denota W™?(Q2) por H™(2)

1.2.16. El Espacio WW,""(Q?)

Definicion 1.43 Definimos al espacio W""(Q) como la clausura de C§°(€2) en W™P(Q2) esto
es:

Wy () = C5° ()
Observacion 1.9 Se mencionard algunas observaciones importantes:

1. Cuando p = 2, se escribe H'(2) en vez de Wy"*(2)
2. Si WP (Q) = W™P(Q) entonces la medida de RN\ (Q) se anula.
3. WIP(RN) = W (Q)

Ver (Sanchez V., 2017)

Ejemplo 1.2

e e Cg°, sop(e)=DB(0,1)

El espacio de distribuciones sobre (2 es el dual topoldgico ( y algebraico) de D(£2)
D'(Q)={T : D(Q) - R/T lineal y continuo}

Ejemplo 1.3 Consideremos un modelo que ha sido estudiado por varios autores, entre los
cuales se mencionard a Chipot - Lovat, Chipot - Rodrigues y Correa - Ferreira - Menezes.
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Sea © un dominio limitado y regular de RY, N < 1y a : R — R es una funcién dada.

El problema:
i —a( [ w)-due) = fau) en 0 (LD

siuw=0en of)

aparece en varias situaciones. Por ejemplo, u puede describir la densidad de una poblacién
(de bacterias por ejemplo) sujeta a propagacion, el coeficiente de difusiéon a se supone que
depende de la poblacion total en el dominio €2 en vez de depender de la densidad local, es
decir, el movimiento de las bacterias es determinado, considerando el estado global del medio.

Aqui el término no local es a( / u) .
Q

Una generalizacion del problema 1.1 es:

{ _“(llunz)wx) = f(a,u)en (12)
u=0 en 0N

Donde ||u||] es 1a norma usual en L9(£2). Ver (Cabada, 2012)

() = o [ Jul’

Veamos algunos problemas importantes:

En 1.2, el término no local es:

Consideremos el problema de Dirichlet semilineal.

—Au = f(x,u) + h(z), en Q
{ u=0 sobre 0N (1.3)

Sea la siguiente condicion:

2N
p>—— st N2>2; p>1 si N=1 (1.4)
N +2

Existe una constante A > 0y una funcion B € LP(Q) tal que:
|f(,8)] < Als| + B(x) (L1.5)

Paracasitodor € 0y Vs € R
Para todo € > 0 existe b, € L'(Q) tal que:

A
F(z,s) < ?152 + €5 + be(7) (1.6)

Paracasitodoxr € QyVs € R

Existe un conjunto medible Lebesgue
QcQ con n(Q\Q)=0 5> 0 tales que:

BN - = ) {seroy, 5

zeQ

( ) <, —n} (1.7)

tiene densidad positiva en +00'y —o0
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Teorema 1.22 Sea Q2 C RY un dominio (abierto y conexo) acotado de clase C*. Si p satisface
la condicion 1.4, f : Q2 x R — R es una funcion de Caratheodory que satisface la condicion
1.5, la funcion F' : Q) x R — R satisface las condiciones 1.6 y 1.7.

Entonces, para todo h € LP(S2), existe una funcién ug € H} (Q) NW?2P(Q) que es solucién
débil de 1.2. Esta solucién minimiza el funcional asociado ® : H}(Q2) — R definido por:

@(u):%/ﬂ|Vu|2—/ﬂF(x,u)—/ﬂhu

Para todo u € H}(Q2) (Rojas Bazdn, 2016)

Ejemplo 1.4 Sea Q C RY un dominio (abierto y conexo) acotado de clase C?, A es el primer
valor propio de — A en ) con condicion de Direchlet (homogénea) y p es un niimero que
satisface la condicion 1.4.

Sea: )
g(s)=1-— sen<2(f—i82>
para todo s € R
Se define la funcion F' : 2 x R — R por:
F(z,s) = ﬁ52 — g(s)s?

para todo x € §)y para todo s € R

Se verifica que g € C'(R). De aqui F(x,s) € C'(R) para cada x € Q. Ademds se cumple
que F(x,0) = 0 para todo = € €.

Sea f : 2 x R — R definida por:

dF
f(xu S) = E(I’ 8)
A /
= Els — g (s5)s* — 2g(s)s

para todo x € Q) y para todo s € R.

Aplicando propiedades de derivacion de funciones y regla de la cadena se obtiene:

2
’

9(s) =~ [COS(Q(EL 52)_} (1 47:532)2

para todo s € R

Por el teorema fundamental del cdlculo

|t =Fias
0
VeeQyVseR
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La funcién [ : Q x R — R es de Caratheodory pues F(z,s) € C'(R) para cada x € )

La funcion f satisface la condicion 1.5 pues existen A = %)\1 +4+ 757 >0y
Be () (B(x)=0 para todo x € Q) talesque:

|f(x,8)] < Als| + B(x) para todo x € Q y para todo s € R.

La funcion F satisface la condicién 1.6 pues para todo ¢ > 0 existe b. € L'(Q)
(be(x) =0 para todo x € Q) tal que:

F(z,s) < &s* + es? + be(z) para todo x € Qy para todo s € R.
La funcion F satisface la condicion 1.7 pues existen

Q' =Q (9 conjunto medible Lebesgue incluidoen Q2 con puy(Q\Q) = pun(®) =0y
= % > 0 tal que E(QY, \| — p) es un subconjunto medible Lebesgue de R

liminf (B, 0 — @) 00, ]):1>0
el
imin 11 (@M =mnlr0)
el

Es decir E() |\, — 1) tiene densidad positiva en +00 y —oo

Por lo tanto f y F satisfacen las hipotesis del teorema 1.22. Luego por este teorema, para
todo h € L*(Q) el problema 1.3 tiene por lo menos una solucion débil que pertenece a:
H () N W?2P(Q) (Rojas Bazdn, 2016)

1.3. Conceptos de Investigacion

1.3.1. Aplicacion de Caratheodory

Teorema 1.23 (Aplicacion de Caratheodory)

Sea E un espacio de Banach reflexivo, I es subconjunto cerrado de los niimeros R. Una
aplicacion f : I x E — FE es una aplicacion de Caratheodory, si cumple las siguientes
condiciones:

1. Paratodot € 1, f(t,.): E — FE es continua.

2. Paratodo x € E, f(.,x) : I — E es medible en el sentido Lebesgue

1.3.2. Teorema de Green

Teorema 1.24 (Teorema de Green) Dado ) un espacio abierto, acotado y regular R", situado
a un mismo lado de su frontera S, entonces para todo v € H*(Q) y v € H'(Q) tenemos:

/( Au)vdx—/VuVde—/—'udF
0 0

Donde L designa la derivada normal exterior de u, siendo 7 fuera de los vectores unitarios
normales a 02y dI es la medida de Lebesgue sobre la superficie OS)
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1.3.3. Regularidad de la Solucién Débil

Teorema 1.25 Sea Q@ C RY un dominio abierto y acotado de clase C*,1 < p < o0y
felrQ)
Si u es solucion débil de:

—Au=f en
u=0 sobre 0O()

Ver (Agmon, 1959)

1.3.4. Teorema de Brower

Teorema 1.26 Sea G : B(0,R) — B(0, R) para R > 0
B(0,R) € R™y G una funcién continua, entonces existe un punto fijo & € B(0, R) tal que

G(fo) = &o

1.3.5. Teorema del Angulo Agudo

Teorema 1.27 (Teorema del Angulo Agudo)
Sea F': R™ — R™ una funcion continua.
Si existe R > 0 tal que (F(x),z) > 0,V|z|gm = R, entonces existe xo € B(0, R) tal que

Demostracion
Por el absurdo, supongamos que: F (&) # 0;V¢ € B(0, R)
Se define:

G:B(0,R) —s R™
R
$ O =R

Entonces G es continua, ademds:

G©) = RN —

[F()]

(quiere decir que los valores de G estdn en la bola)

Por lo que: G : B(0, R) — B(0, R) continua.
Entonces por el teorema de Brower 3¢, € B(0,R) talque G(&§) = &y observe que:
S0l = |G (& =R >0

Como:
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0<R*= |§0|2

<£07€0>
= (G(&), G(&))
R
R
>0

=0<0 (—+«—) N

1.3.6. Desigualdad de Poincaré

Teorema 1.28 (Desigualdad de Poincaré)
Sea ) un abierto acotado de R". Entonces, existe una constante C = C(S2,p) > 0 tal que:

1/p
[ullLr () < C(/IVulp da:) . YueWiP(Q), 1<p<oo
Q

1.3.7. Método de Galerkin

Teorema 1.29 (Método de Galerkin)
Sea { Hy, } 1,0 una familia numerable de subespacios de H de dimension finita tal que:

a) Hy, C Hj, paratodo h > h
b) U{Hy : h > 0} es denso en H.

1.3.8. Los Espacios H)", H™™

Sea 2 abierto de R", m € N U 0 se define el espacio de Sobolev H™(2) como:

H™(Q) = {u € L*(Q)/D"u € L*(Q); V|a| < m}

Observacion 1.10 Las siguientes observaciones son muy importantes:
1. H™(Q) = W™P(Q)

2. En H™ () se define el producto interno:

(U, v) gmq) = /DO‘ x)D%(x)dx Yu,v € H™(Q)

|| <m

la norma:
[ul i) = (w,u)? = (> < m|D%l[j2q)

Asi H™(Q)) es espacio de Hilbert.
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3. Los elementos de H™(S2) se llaman clases de equivalencia:
(uRv<+u=v esta en Q)

4. La derivada indicada en la definicion estd en la derivada de la distribucion sobre ) es
decir:
Fu, € L*(Q) tal que (Du, ) = (ta, ); Vo D(Q)s.5.5.(=1)*(u, D*¢) = (uq, @)

1.3.9. Desigualdad de Holder

Teorema 1.30 (Desigualdad de Holder para integrales)
Seal < p < ooy p* exponente conjugado de p.

Siu € LP(Q) entonces uv € L'(Q) y

/m mx<</m pm>w<év@w*

1.3.10. Desigualdad de Minkowski

*

Teorema 1.31 (Desigualdad de Minkowski para Integrales) Al aplicar la desigualdad de
Holder, se obtiene la desigualdad de Minkowski:

u(z) +v(@) dz < ([ Ju(@)P d ", o(@)]? de
Q Q Q

Sil<p<oo, wu,velLl(Q)

1/p

utve P(Q)
Ju+vllp < flull, + [[v]l,

Demostracion Sean u,v € LP(Q)), con 1 < p < oc. La medibilidad de u + v es obvia.

La desigualdad es cierta para p = 1

Hu+ﬂh=([}¢@+v@ﬁ)”l
:/Q\u(x)%—v(x)]da:

< [ (@)l + o) o

/|u |dm+/|v )|dx

= [lully + [lvflx

Seal < p < o0, 1<p/<oocon]%+l%:1
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Consideremos la funcion w € LP(Q) tal que w > 0y [[w][; < 1.

Por la desigualdad de Holder tenemos:

/Q uz) + v(z) | w(z)dz < / (Ju(@)| + [v(@)]) w(z)dz
_ /Q|u(x)\w(x)d:c+/gyv(x)|w(x)dm

< [lullpllwlly + [lollpllwlly

= |lully + [l

5up{/|ﬂ($) +o@)|wx)de : w(z) 20 en Q,  flwly < 1} < [lullp + NIl
Q

Por lo tanto:

[u+ vllp < ully + (o]l
B (Barahona M., 2018)

1.3.11. Teorema de la Convergencia

Teorema 1.32 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Dado(f,),cn una

sucesion de funciones integrables. Si se supone:

(i) fu(z) — f(x)c.t.p. en Q

(ii) Hay una funcién g € L'(Q) como para todo n si | f(x)| < g(x) c.t.p. en S, entonces:

lim an(m)dasz/gf(x)dx

n—oo

1.3.12. Representacion de Riez

Teorema 1.33 (Representacion de Riez para LP((2))
Seal <p<oo, @e(LP(Q) =3 uel(Q)
Tal que:

(or 1) = / w(e)f(2)de; VS € IP(Q)

Ademds:
lall oy = Nl ooy
1 1 1 1
—+—=1<—=-+-=1; donde qg=p
p p p q
Demostracion

!

L9(Q2) = (L"(2))
= (L2(Q)) = L2Q

- (L3(Q) = L3(Q)
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T : LY(Q) — (LP())
w— 1,
LP(Q)) — R

f s T f) = / u(a)f (2)dz

Afirmacion 1: T estd bien definida.

En efecto:

x)dx

< [ @l @)z

Por lo tanto T estd bien definida. B

Afirmacion 2: T lineal
En efecto:

(Towen ) = / (au(z) + v(x))f(z) = {aTu + T )

Afirmacion 3: T es acotada
En efecto:

[Ty OO < Mullg £l
[{Tw, A
= < [lully
(Al
(T, N _
—> sup < full
iz I1fls !
[Tull < lullg
INC
Jull, —
Otra vez aplicando supremo
A
a2 llull,
1T <1
Por lo tanto T es aotada. B
Afirmacion 4: 7 isometria
[ Tull = [|ull
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En efecto:
Considerar fo(x) = |u(z)]9?u(z); u € LI(Q)

= fo(@)" = lJu(@)|* *u(2) [
= fo(@)" = Ju(x)| @17

En efecto:
1 1
e 1
P q
q
—-+1=q
p
p
—q=(¢—1)p
= fo(z)|" = fu(
:>/|f0 |pd:p—/|u )|9dxr < oo
= fy € Lp Q
En efecto:

Lin@r = [ ju)ras

= folly = Hqu
=\ folly = llully = [lullg™

= follp = llull§™

Sabemos que:

(T, fo) = /Q (@) folx)dz / (@) |u(z) " 2u(z)dz

Q
(T, fo) = / ju(z)|idz = )2

— (T, fo) = |lull§
[(Tw, )| o [(Twyw)| _ [T fo)

||| = sup =
T o w7 el 1 foll
(T, fo)] _ llullg
1Tl = = % = |ul
’ 1ol [ !
— Tl = Jullq
Se tiene que:
[Tl = ]

Por lo tanto T es una isometria entonces es inyectiva.

T : LY(Q) — (LP())
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En efecto:
(T ) = [ (o) + 0(a) f(0) = (T + T )
Afirmacién 5: T es suryectiva
T: LY(Q) — (LP(Q))

Por demostrar ,
T (L)) = (LP(Q2))

Corolario 1.4 X un espacio vectorial, B C X.
Seaf € X' tal que: (f,z) =0; Yz € B

Sif=0 entonces B=X
Considero: B =T (L4()); X = (L*(Q))

Lo que se pretende demostrar es:
T (Le(2)) = (L*(2))
Afirmacion 5.1
T (LP(2) es cerrado es decir T (L1(Q)) =T (L))
En efecto :
T (L9(Q)) € T (L))
Proposicién 1.12 Six € Asiysolosi3(x,) CA | 1, —x
Corolario 1.5 A es cerrado siy sélo si (v,) CA; x, —zr=—1x€ A

Considero: A =T (L%(Q2))
Sea (z,,) C L9(Q2) de modo que T(xy,),~, € T (LY(Y)) tal que T'(x,,) — Y
Solo falta probar que: -

y €T (LYQ)

)
Como (T'(z,)),,>, es una sucesion convergente — (1'(x,,)),,~, es una sucesion de Cauchy.
Para n,m € N se tiene que: ||T(z,) — T(x,)|| — 0

Como T es una isometria = ||z, — x| — 0

Entonces (x,,)n>1 es una sucesion de Cauchy en LI(S)

Como L9(2) es un espacio completo entonces x,, — x en L%({2)
Como T es una funcion continua entonces T(x,,) —s T(x) en (LP(Q))’

Luego por la unicidad del limite se tiene que y = T(x)
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Entonces y € T (L(Q2)) por el corolario T (L4(S2)) es cerrado, es decir:
T (L") = (T(L(2)))

Afirmacion 5.2

/

T (L)) = T(L1(Q)) = (L*(2))

Usando corolario, sea X = (LP()) , B = T(L%())
Considerar:

’

he ((LP(Q))’) — [P(Q) talque (T, h) =0
0= /Q w(@)h(x)dz consideremos un caso particular u(x) — |h(z)|"~2h(z)
0= [ h@)pPde = I, = h=0
T (L(Q) = L(L(Q)) = (Z7(Q)

T (L)) = (L7 (Q))
Por lo tanto T es suryectiva

Finalmente podemos identificar como cosecuencia del teorema de que:

LU(Q) ~ (LP(Q) =
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CAPITULO 2

METODOLOGIA

Con respecto al método de trabajo es una investigacion basica (tedrica), segiin Muioz, C.
(2011), su investigacion parte de un marco tedrico y permanece en €l, la finalidad radica en
incrementar los conocimientos cientificos, pero sin contrastarlos con ningtin aspecto teérico (p.
93).

2.1. Tipo de Investigacion

Por su naturaleza del problema y los objetivos enunciados, reune condiciones para ser
calificado como una investigacion explicativa.

Segtn Llanos (2011) en su obra cuyo titulo es Clases y Tipos de Investigacion y sus
Caracteristicas, sostiene que: Es una justificacion que puede ser: encontrar, fijar e interpretar
las relaciones causalmente funcionales que existen con las variables estudiadas y sirve para
interpretar como, cuando, dénde y por qué ocurre un fenémeno (p. 22).

2.2. Diseno de Investigacion

El disefio de investigacion utilizado en el presente trabajo, es de tipo cualitativo (descriptivo
- demostrativo).

Los autores Guffante, Guffante y Chavez, (2016) afirman que: La investigacién se inicia de

la exploracion o teorias para formular hipdtesis que se verifican o niegan mediante la validacion
reiterada del comportamiento de componentes de fendmenos. (p. 87).

2.3. Nivel de Investigacion

El trabajo de investigacion tiene un nivel de investigacion correlacional.
Los autores Guffante, Guffante y Chavez (2016), sostienen lo siguiente: Asocia variables

mediante un patrén predecible, permite conocer la relacién que existe entre dos o mads
conceptos, categorias o variables en un contexto particular (p. 85).
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2.4. Enfoque de Investigacion

El enfoque de investigacion para el presente trabajo es el enfoque cualitativo.

Hernandez (2014), manifiesta que el investigador o investigadora plantea un problema de
estudio delimitado y concreto sobre el fendmeno, aunque sus preguntas de investigacion versan
sobre cuestiones especificas (p. 5).

2.5. Método de Investigacion

El método de investigacion es inductivo - deductivo.

Los autores Guffante, Guffante y Chavez (2016), sostienen que: El método inductivo -
deductivo, inicia de la hipdtesis que verifica o contradice para inferir resultados (p. 90). Y
segun el punto de partida es sintético de donde afirman que: "De la reunion racional de varios
elementos o partes dispersas se trata de construir un nuevo todo, formulando de ser necesario
teorias o leyes"(p. 92).
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CAPITULO 3

RESULTADOS Y DISCUSIONES

3.1. Existencia de Solucion para () Acotado

En el siguiente teorema consideremos una funcién positiva y acotada de tal manera que se
va a usar una extensién de la funcién a todo R tal que f(¢) = f(0), parat < 0y se denotard a
la extension con la misma funcion.

Teorema 3.1 Supongamos que:
f(t) > ko> 0,Vt € [0,00)
f(t) < ks, Vt € [0, 00)

Donde kg y ko son constantes reales.

Entonces para cualquier niimero real o y (3, el problema 3.1. Obs. (ver abajo) posee una
solucion débil positiva.

Un bosquejo de la grdfica de la funcion

0<hko<f(t) <kso Vtel0,+00) f(t)=f(0), t<O0

ku

Figura 3.1: Gréfica 1
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Consideremos el problema con una funcion u : () — R tal que:

B
_ (/Qf(u(;z:))dx> Au = f(u(x))* en Q 3.1)
u=0 en 02
Para un funcion dada o, € R

Queremos probar la existencia de la solucién débil del problema 3.1 y determinar la
regularidad de esta solucion. Por lo que empezamos deduciendo formalmente el concepto de
solucién débil de 3.1.

(IDFormulacion Variacional

Multiplicamos a la ecuacion 3.1 por ¢ suficientemente regular e integramos sobre {2

Q

B
( / f<u<x>>dx> / (—Au(a)) p(r) de = / (Flu(@)* o(a) de

z€ Q,pe Hy(Q)

Usando el teorema de Green se tiene:

(/Qf(U(x))dx>B {/Q Vu(x)Vgp(x)dx_/F525(7x)¢<x>d<r)} _ /Q(f(u(x)))o‘go(x)dx

Con la condicién de frontera | = 0 esto es / 5
r o7

Luego tenemos:

B
( / f<u<x>>dx> [ u@vew i = [(Gu@)re@a G2
Q Q Q
Lo que permite dar la siguiente definicién.

(II) Solucién Débil

Definicion 3.1 Decimos que u : 2 — R es solucion débil de 3.2 si satisface:
(i) uw € Hy(Q)

(ii) u satisface
B8
( / f<u<a:>>da:) / V() V(x)de = / (flu(@)o(x)dz, Vo € HIQ  (3.3)

Note que para u € H}(Q) todos los elementos en el anterior sistema estd bien definido.
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a) Buena Definicion

Observacion 3.1 Los términos de 3.3 tienen sentido (buena definicion) para u, ¢ € HZ ().
Veamos que los términos de la ecuacion sea finito, para ello basta demostrar que cada uno de
los términos sea finito.

Veamos que esta definicion es consistente, esto es

B
(/Qf(u(x))dx> ,/QVu(x)Vgo(x)dx,/Q(f(u@)))o‘gp(:n)dz son finitos.

Afirmacion

B
a) (/ f(u(x))da:) es finito.
En efecto:
B
‘(Aﬂmmwﬂ

< [yt < [ koo

- (J m(x»dx)ﬁ (1 kd)
()
= dx)ﬁ

= (k)| <00 W

Pues 0 < ko < f(u(z)) < ks, u(z) € R

Teniendo en cuenta que se cumple que la funcién potenciat — t°, 3 > 0 es continua.

(Aﬂwmmﬁﬂ

Afirmacion

< 00

b) / Vu(zx)Vy(z)dz es finito.
Q
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En efecto:

/QVu(:z:) Vo(z) de| < /Q|Vu(x)Vg0(x)]da:

< / Vu(2)||Veple)|dz

< [Vula| Vel

= ’U‘Hg ‘90|H3
— =~

<o <oo

Finalmente

<oco N

/QVU($) Vo(x) dx

para u, p € Hj ()

Afirmacion

c) /Q(f(u(x)))“go(x)daz es finito.

En efecto:

0< flu(x)) < koo

Se sabe que:

[ty pla)da (o) o

< [ oo

< (k) / o(z)|dz

< (ko) ( /Q 1%@)é ( /Q |g0(x)\2dx)é (Hlder): (K > 0)

< [ |rtutany

go(m)‘dx
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= k% 191V lols
< K |QIY? ¢ |Vly, (Desigualdad de Poincare)

= k12 ¢ ol <00 W

/Q (f(ula)))*pla)de| < oo (3.4)

debido a que p € H}(92) y Q acotado.
Sea a demostrado (a) , (b) y (c)

b) Método de Galerkin Para probar la existencia de la solucién débil de 3.2, se usard el
método de Galerkin.

Como Hj(f2) es un espacio de Hilbert separable entonces tiene una base hilbertiana
{w, }v>1 tal que:

(1) (wi,w;) =0;i#7
(i) [Jws| =1
Denotamos para cada m € N
Vi = genfwy, wa, -+, wy] = [wi, wa, -+, w,] € H ()
SeaucV,; u= Z&wi
i—1
Definamos

oV, — R™
u — ®(U):(§la€27'”75m)

Resulta que ® es un isomorfismo isométrico, ya que:
a) @ es una transformacion lineal, suryectiva.
b) ||u||§-]é (Q> = ||§ R™ dOl’lde£ = (517527 o 757),)

Probemos cada caso

Afirmacion

m m
a)Seau:E &wi,vzg i w;
i=1 =1
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En efecto:

P(au + fv) = (a Z& w; + B Z i wl> = (Z(o@ + an)wi>

=1

= (a&y + B, s + B, -+ + B

= (a&, 0y, agn) + (am, am, -+, any)
= o8, 8,00, &) + B2, 1)

= ad(u)+ fP(v) W

Ademas para§ = (517527 o 7§n) € R™, Ju= Zgzwz € Vi (I)(U) = g
=1

b) Seau €V,

Jully (@) = / IVl = (u,) (Zawz,zaw]> ()

1
O

= Zfi wqung']
i=1 Jj=1

= Zfi ij(wi,wj)]
i=1

Lj=1

= Zgl{é-l(wu wl) + 52(101'; U)Q) A fl(wl, wz) = gm(w“ wm)]
i=1

= Da&=3 JaP = ¢l m
i=1 i=1

donde § = (£1,&2, -+, &m)- Entonces tenemos [|ul[7, (€2) = [|¢][m

De a) y b) ® es un isomorfismo isométrico. Asi identificamos que u = £.

Nuestro objetivo es encontrar u = Z &w; € Vi, que verifique el sistema aproximado:
=1

B
(5.4) ( / f(um(x))dx> / Vi (z) Vis(z) dr = / (F (o () ws()da
Q Q Q
paracada: =1,2,--- 'm
Que es un sistema de m ecuaciones no lineales con indeterminadas &1, &o, - - -, &, nimeros
reales.
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=1

Explicitamente para cada? = 1,2,--- ,m se tiene que el sistema aproximado es:

B
f(upm(z))dx /QVum(x)le(x)dx: /Q(f(um(a:)))o‘wl(m)da:
g
[t (z))dx /QVum(x)ng(x)dx: /Q(f(um(x)))awg(x)dx
g

F (tn () iz / Vit () Voo () = / (f (t ()03 ()

Q

Q

Q

(/Qf(um(x))dx>ﬁ/gVum(x)vwm(x)dx = L(f(“m($)))awm(x)dx

Observacion 3.2 Como (V,,, ||||) y (R™,||) tienen dimensién m, luego ambos espacios son
Isomorfos e Isométricos.

Donde ||.| norma usual en H}(Q), |.| norma Euclidiana de R™ y {(.,.) es el producto
interno de R™.

Usaremos la identificacion:
U = Zflwl A g = (517§2)§37 e 7§m>
i=1

Como V,,, R™ son conjuntos de dimension finita, entonces V,, = R™

También:
lwmlleg = lumlv, = [§]rm

Donde F; : R™ — R son las funciones componentes tal que:

F:V,=R™ —R™
5 - F(g) = <F1(€)7F2<£)7F3(’5)7 T >Fm(£))

Afirmacion 1

Q

B8
Fi€) = ( / f(um<x>>dx) / Vit (z) Vs (2)de — / (f ()05 ()
parai=1,2,3,--- ,'m

Se verifica que F; : R™ — R son continuas y por lo tanto F' es continua.
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En efecto
a) Sea F' continua, donde F' es una funcién vectorial (f1, fa, -+, fin)
Con F': R™ — R™
Consideremos la sucesion (& )x>1 € R™ y & € R™ tal que:

& — & cuando k — oo

Si la sucesion (F'(&x))k>1 es tal que F'(&) — F (&), cuando k — oo entonces F es continua.
Donde fk = (ffu 557 §§7 T 757];:1)7
50:(5?75375& 7§%>€Rm fZ]O u

Luego, F es continua en & si, y sélo si las funciones componentes F; son continuas en
&, para cadai=1,2,3,--- ,m

Es decir
Fi(&) — Fi(&), cuando k — oo, para cadai=1,2,3,---,m

(I) Definimos:

8 o
Fi&) = </Qf<u( (z ))dm) /w (2) V(2 )d:zc—/Q (f(uij(x))) wi(z)d
E(§0)2< f u( dx) /Vu z)Vw;(x )daz:—/Q (f(u@(x)))Oéwz(x)dx

Zg(’“ w;(z), donde £*) € (€)x1

m

wn! (@) = 26" wi(2)

tal que

sﬁe@:(f%§%~,9)ew”
Afirmacion I1

(Fi(&k))k>1 es una sucesion convergente.

En efecto
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|Fi(&) — Fi(&%)| = ‘(/ﬂf k) d:z)ﬁ/gvug’?(x)vwi(x)dx
Q(f(qui’(sc)))‘“wi(ar)dac
f
Flu ()
Fu® (z

w;(x)dx

/ B
’ (/Q )d“") /Q V) (x) Vi (x)dz
|

F(&) — Fi(&)] < ‘( / ) /W e~
_ ( /Q f(ug(i)(x)da:) /Q Vu® (2) Vo (x)da

_|_

Basta ver que: |F; (&) — Fi(&)| — 0 cuando k — oo

Para ello, se verificard previamente la convergencia de cada uno de los términos:

B B
a) (/Qf<ugf) (x))dm) — (/{)f(ugg) (x))dx) cuando k — o0

Por hipétesis se tiene que &, — &y cuando k£ — oo & 5,9) — féj), para j = 1,2,---

si, y s6lo si

— 0 cuando k — oo

e — ¢

g ¢




Quiere decir que u (x) — ul) (x) cuando k — +o0

= f (uﬁ,’i) (x)) — f (USP (a:)) pues f es continua (funcién Caratheodory)

B B
= (f (uﬁ,’f) (x))) — (f <u$2) (x))) pues la funcién ¢t — ¢ es continua, 5 > 0

(f <u$fi’ (a:)))ﬁ — (f (ugfp (@))ﬁ (3.5)
:>/Q(f(U§,’f)(x))>5dx_>/ﬂ<f(u$2)(x))>ﬁdx

Pues f es continua entonces es integrable.

Luego la convergencia esta garantizada.

/Q(f(( da:—>/ da: m (3.6)

Afirmacion ITI1

/ Vu(k YWVw;(x)dx — / Vu x)Vw;(x)dx
cuando k — coparacadat =1,2,--- ,m

Primero veamos que:

Vult) (z) = Vul9 (2) cuando k — 400

m

En efecto

S

Vul® (z) — Vul® (x)‘ = |V

) (500)
)
5

1 =1

Tomando limite cuando k& — 400 se tiene

- gm o
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yw; € V,, = Vw; € L*(Q) = |[Vuw; (z)] € R
Por lo tanto se tiene que:
Vu™ (2) = Vul? (x) cuando k — +o0

Ahora si, retomando nuestro objetivo:

|/ Vul® (2)Vw; (z)dz — / Vul? (2)Vw; (x)dx

< [ |Vt (@) = 9 @] Vi)

Paracada: =1,2,--- ,my por la desigualdad de Holder

1/2 1/
2
< (/ ‘Vugf) (z) — Vul¥ (x)‘ dw) </|le(:1:)|2 d:z:)
Q Q

1/2
< Nuwillag ( J1vu (@) = v <x>r2dx>

2 1/2
< Hwiuf%( |7 e) - valdo) dx)

Paracadai =1,2,--- ,m
- HwiHHé/Odq::Opamcadai: 1,2, ,m
0

2

v~

=0

Por lo tanto se verifico que:

/ Vult) () Vw; (z) de —— | Va9 (2) Vw; (2)dz B (3.7)

paracadat =1,2,--- ., m

De la ecuacién 3.2 y 3.3 se tiene:

B B
(/{)f(uff?)dm) /QVugf)(x)Vwi(x)dx—) (/{)f(uf?)dx) /QVufg)(x)Vwi(x)dx

Cuando k — oo
b) Veamos la siguiente convergencia

Afirmacion IV

/Q (f(ugf) (x)>>awi(a:)d:c ==/ (f(uﬁg) (x))>awi(;z;)dq;



En efecto

De la ecuacién 3.1 se tiene:

(f (u#;)(a:)))a — (f (uS? (x)))a

< [|(re@en)” = (se@)’

Por la desigualdad de Holder

.\ 2 1/2
dx /|w2 (z)|? dx
Q
, O\ V2
dz

<l [ |00 @) - G )|

< ( [l nr - v ey

= o [ |68 )" = (102 01

1/2
d:z:) (Desigualdad de Poincaré).

2 1/2
dx)

= C*||wz'||H3(Q) (/Q‘ (f(ugf) (x)))a - (f(“gg) (x)))a

=0, k—+o0

1/
= ™ ||wil| (/QO dﬂ?) =0, w; € V,,, C Hy(Q)

| s @) s @) de [ (P @) i) d (3.9)

Y asi, finalmente de la ecuacién 3.8 y 3.3

|Fi(&k) — Fi(&o)| P 0

Paracadai=1,2,...,m
Luego eso demuestra que F; son continuas para cada ¢ = 1,2,--- ;m si, y s6lo si F es
continua. W

(IT) Determinaremos la existencia de un R > 0 (Por el Teorema del Angulo Agudo)

(F'(§),8)) = ((F1(§), Fa(&), - s Fn(§)), (§1,&2, - -+, §m) )
= ZE(&)-&-
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B
_ Z [( Qf(um(l")) da:) /QVum(ai).Vwi(:lﬁ) dw — /Q (f (um ()" wi(z) d:z:] &

— (/Qf(um(x))dx)ﬁil (/QVum(x).Vwi(x)dx> &

5 ([ Gtantony o )

= (/Qf(um(a:))dx>ﬁ/QVum(x)V (é&wl(@) dx

(.

~~
Um

/Q(f(“m(x)))a (i@%(@) dx

N

-~
Um

_ ( /Q £ (tm(2)) dx)ﬁ /Q Vit (). Vit () dr — /Q (f () “ta() d
- </Qf(um(x)) dx)ﬁ/QVum(x)2dx/Q(f(um(l’)))a“m(l') da

- ( | #nt@) da:)ﬁ J1vun@P o= [ (1)) wn (o) d

~~ Vv
1 11

(a) Paral
Afirmacion (1)

B
( / (1t () dx) / Vit (@) do = k1217 [

En efecto

(/Qf(um(x)) dx>ﬁ/Q|Vum(x)|2d:c > ([Zkod$>6[2|Vum(x)|2dx

f(%if)) >ko>0= /Qf(um(x))dx > /Qkodx

kg(/gd:c>ﬂ/QVum(x)2 dx

~
V3

= K101 [V

ko 1907 [l
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Pues ||u||HS(Q) = |VU|L2(Q) ~ |U|H1(Q)7 Yu € H&(Q)

finalmente

B
( / (@) dw) / V(@) de > k1217 JunllZy

(b) Para Il
Afirmacion (2)

/|f DI ftm (2 |dx</|k 1 ftn ()] diz
En efecto
F(u(@)) < b = | Fu(@)]* < [k
P et (@)] < hool® [t

Integrando sobre ()

/ ()] ()] dz < / ® 1t ()] iz

— il [ Jun(@)] o
Q

1/2 1/2
< \kmya< /Q 12.d:c> ( /Q \um(:c)]de> (Holder)

= kgo |Q|1/2 |um|2
< RSOV e [t || 2 (S2) (Poincaré)

- / (i (2)))* (@) da > — k& [Q1 ¢ ||y (€2)

Como

8
(F(§) Orm = (/Qf(um(fﬂ))dw> /Q!Vum(x)IQ dz — /Q(f(um(x)))aum(ﬂf) dx

Reemplazando (a) y (b) se tiene:

> K@ ey @y — K% 120 ¢ Lo

@

Donde kg, k., ¢* son constantes positivas.
Para [|u || g3 ) € R se tiene

(F(€),E)zm 2 ko 1. Mumly) — k- U2 € Ml gy 20

— —
€eR €R
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(F(E),E)pm = K.|QP°. R — k2. 1QY2. ¢ R >0

A B

(F(£),6)gm = AR*> — BR>0
(F(€),8gm = R(AR — B)>0
= AR — B>0

independiente de m

SN llvy

<F(€)7€>Rm = R >
Como (F(§),&)rm > 0 entonces R = £

Por el Teorema del angulo agudo existe £ € B(0,R) / F'(§) =0
donde

= <F1(€)7F2<§>7 7Fm<§>):(0707"' 70)
= F(§) =0

B
= (/Qf(um(:c))d:c> /QVum(:C)Vwi(x) dr — /Q(f(ugj)(x)))awl(x) dr =0

Es decir, existe § = (£1,82,&3, -+ ,&m) €R™
de modo que resuelve el sistema aproximado (S.A) W
Ademas se verifica que:

Afirmacion

g
{ (/Qf(um(q:))dx) /QVum(a:)Vwi(x)dx:/Q(f(um(l’)))awi(x)dl‘ (3.10)
i=1,2--.m

Es equivalente a:

{ (/fum dx) /Vum dem_/(f( m(2))) w dx 3.11)

Vw € V,, C H(Q

En efecto
(a) 3.10 — 3.11

Partimos de la siguiente igualdad que es vdlida para: = 1,2,--- ,m

(/Qf(um(ﬂll))dx>ﬁ/gVum(w)vwl(x)dx :/Q(f(um(x)))aw@(x)dx
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Multiplicamos por &; € R a cada lado de la igualdad

&i [(/Qf(um(x))dx)ﬁ/gVum(x)le(x)dx] =¢; {/ﬂ (f(um(x)))awz(x) da:]
= ( /Q f(um(:v))d:v>ﬁ /Q Vit (2)VEw;(z) do = /Q (f (um(2)))“Ew; () dx

Sumando miembro a miembrodesdez =1 --- m

6 m m
= (/Qf(um(x))d:c> /QVum(:c)V<Z£Zwl(x)>dx:/Q(f(um(:c)))a<2§lwl(x))dx
ﬁ m m
N </Qf(um(x))dx> /QVum(x)V<Z§iwi(x)>dx:/gz(f(um(;v)))a(Z&wi(;c))d:c
=1

w(x) w(z)

B
= (/Qf(um(:c))d:c> /QVum(x)Vw(x)dx:/Q(f(um(m)))aw(x) i: m
(b)3.11 — 3.10

Como w = Z &w;(x) tenemos :

< /Q f (um(a)) da:) /Q Vit (1) Vi) d = /Q (F (i) 0 i
= (/Qf d$>B/QVum (wa )dx—/Q(f(um(x)))a<§:§iwi(x)) 0

=1

m B m
= ZS (/ [ (z x) /QVum(x)V(wZ(I)) dr = Z{,/ﬂ (f(um(x)))a (w;(z)) dx

Igualando cada sumando desde ¢ = 1 hasta ---m, se tiene

51( / F(tm(a ) / Vit (1 ) dz = & / (f (un(@)))* (w1 (2)) da
§2(/fum ) /Vum dﬂC—52/Q(f(um($)))a(w2($))d$

) B
é“m(/ﬂf(um(:v))dw) /QVum(x)V(wm(w))dxzém/Q(f(um(:v)))a(um(x))das

Como &4, &, - - -, &, son nimeros reales no nulos, lo cancelamos en cada ecuacién

53



Se enuncia asi:

B
( / [t (2)) dw) / Vit () Voo (x) di = / (f (t(2))) i) dx
Parai=1,2,---.m W
Se probé anteriormente que 31 > 0 : (F'(£), {)rm > 0V [§] = R, [§]rm = [[um g1 ()
Se tiene que IM > 0 : [Jum|[ga) < M
Como u,, € V;, C Hg(Q) = (U )m>1 C Hg (). Ademds ya se vio que ||u,|| < M

Como H}(Q) es reflexivo, entonces por teorema de Alaouglu - Bourbaki posee una
subsucesion (u,, ) C Hy(Q) de (u,),>1 que atn denotaremos con (u,, ),>1 tal que:

U, — u en Hy (Q) converge debilmente (3.12)

III Pasaje al limite

Como ||uy,|| < M entonces (||um||)men €s una sucesién acotada de nimeros reales,
entonces tiene una subsucesion convergente ||u,,, || que ain la denotaremos con ||, ||.

Consideremos my fijoy m > mq de 3.11 se tiene:
Ja

~ ~~

I I3

J/

B
(/Qf(um(x)) d$> /QVum(x)Vw(x) dx :/ (f (um(2))) “w(z) dz, Yw € Vpp,

Analizaremos la convergencia de cada término en la expresion anterior

a) Analisis de [;

B B
AFIRMACION 1 ( /Q Fum() da:) o ( /Q Flu(z) da:)

En efecto

Como H} () < L2(Q) inmersién compacta y u,, — u en H () (convergencia débil)
resulta que existe otra subsucesion de la subsucesion que se continuard denotando con u,, tal
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que:
U — wen L2(Q), convergencia fuerte (3.13)

Por teorema IV.9 (p. 58) (Brezis), se tiene (u,,)m>1 € L*(Q) y u € L*(Q) tal que:
U, — tt|]g — 0

Entonces existe otra subsucesion de la subsucesion que continuaremos denotando con u,, tal
que:

L. up(z) = u(z) ctpx €
2. |um(z)| <wv(z), ctpxr € Qconve LA(NQ)

Y asi de (2) se tiene:
() < tm(2)| < 0(2), ctp zEQ

= f(um(z)) < f(v(z)), ctp €

Pues f es funcién Caratheodory, continua en la segunda variable.
Esto significa que f(u,,(z)) estd dominada por una funcién integrable f(v(x))

Por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue la funcién f(u,,(z)) es
integrable y

/Qf(um(x)) dr — /Qf(u(dl)) dr, param — 400

Y teniendo en cuenta que la aplicacién potencia t — t? es continua, 3 > 0 se tiene:

(/Q S (um(z)) da:)ﬁ — (/Q f(u(x))dx)ﬁ (3.14)

b) Analisis de I,
AFIRMACION 2
/QVum(a:) Vw,,(z) de — /QVu(x) Vuw(z)dr Yw € Hy ()
En efecto

1) Definiendo la forma bilineal
a: HY Q) x HY(Q) — R
(u,w) — a(u,w)= / Vu(z) Vw(x) dz
Q

Sea H}(Q) — LP()) es una inmersion continua, sea también o € R, 8 € R, u € H} () y
w € Hi(Q)

Por la inmersién continua y por la desigualdad de Holder se tiene:

hu € LY(Q)
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hw € L'(Q)
Luego a(hu) + B(hw) € L' () y

/Q hau + fw) = /Q a(hu) + B(hw)

- )

¢lou + fw) = ag(u) + fo(w)

Estd igualdad implica que:

Por lo tanto ¢ es bilineal. B

2) Veremos si es continua a(u, w) es continua, |a(u, w)| < kf[ul| g |[wl] gz

a(u,w) /Vu ) Vw(x dx—Z/ 8x 3x

En efecto

|a(u, w)]

8u( )8w( )

du(z)

Ox;
< 3(/

dx

8155
9 1/2

dx /

Q

ow

8% L2
2 1/2 m

el Ml g

' Ow(z)

ow(x)
aﬂfi

Ju(x)
axi

) 1/2
dx)

Desigualdad de Holder

m

0
< Xlan
(&

=1

L2

ou
ox;

ow
8@

5\ 1/2
L2>

Desigualdad de Holder Discreto

finalmente [la(u, w)|| < &[[ull gy 1]
Por lo tanto a(u, w) es continua W

3) Veremos si es coerciva a(u, w) es Hy () coerciva, i.e. a(u,v) > /’<;||u||Hl
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En efecto

a(u,u) = /QVu(a:)Vu(x) dx

- /Q|Vu(x)|2 dz

= |Vuli»

v

lullyy  Vu e HY(Q)
Finalmente a(u,v) > kful%,
0
Por lo tanto es coerciva. W

Y asi a(u,w) es un producto interno en H|} equivalente al producto interno usual natural
de H&, es decir, existe ¢y, ¢; > 0 tal que:

collullzy < alu,w) < exlullfn

Observacion 3.3 H espacio de Hilbert
uy ~uen H < (uy,w)g — (u,w)y (3.15)
asi de 3.5 y 3.8 se tiene que:
(U, w) — alu,w) Yw € Hy(Q)
/QVum(x)Vwm(m) dx — /QVU(:E)Vw(x) dr Yw € Hy () (3.16)
Ademas, sabiendo que:

Uy —> U
Uy — U

= U Uy — U,V

Luego de 3.7 y 3.9 se tiene que:

(/Qf(um ) /Vum Ww(z) de — </f )d:v) /QVu(x)Vw(;c) da

Yw € Hy ()
¢) Analisis de /;

AFIRMACION
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/ (f(um(x)))aw(x) dx — / (f(u(x)))aw(x) dx Yw € H&(Q)
Q Q
En Efecto

Del caso a) (andlisis I;) se tenia que:

flum(z)) < f(v(z) ctp. x€Q, veL*Q)
Luego
(f(um(2)))* < (f(v(2)))" ctp. 2€Q a>0

(f (um(2))) w(z) < (f(v(2)) " w(z) we HHQ), w(z) €R
Otra vez, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue la funcién
(f(um(z)))".w(z) estd dominada por una funcién integrable ( f(v(z)))".w(z)

Retornando al sistema aproximado (S.A.)

B
Qf(um(x))dx /QVum(x)le(x)dx = /Q(f(um(a:)))o‘wl(a:)da:
B
Qf(um(x))dx /QVum(m)ng(x)dx = /Q(f(um(x)))awg(:v)dx
(S.A.) ’ §
[ Hun@ie ) [ Funa)Vuste)ds = [ (o)) usois

g
(/Q f(um(x))dx> /QVum(x)Vwm(x)da: = /Q(f(um(a:)))o‘wm(x)dx
Se llega a la siguiente conclusion por el sistema aproximado. (S.A.)
B
(/Qf(um(:v)) dx) /QVum(x)Vw(x) dx = /Q (f(um(x)))aw(x) dx

Yw €V, C Hj(Q)

Y tomando m > my

B
(/Qf(um(:v))d:v> /QVum(x)Vw(x) dx:/ﬂ(f(um(:z)))aw(x) dx
Yw € V,,, € Hi (Q)
B
= (/Qf(um(x)) dx) /QVum(x)Vw(ac) dx:/ﬂ(f(um(x)))aw(x) dx
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Yw € va

m=1
Pero, U Vin = Hy(S2)
m=1

Por la densidad y continuidad resulta:

B
(/Qf(u(x)) dx) /QVu(x)Vw(x) dxz/g(f(u(x))) w(z) dz

Yw € Hy(9)

Esto es u € H}(Q) es solucion débil de:

8
_</Qf(u(m))dm) Au = f(u(x))" en Q2 (3.17)
u=0 en 0N

Por lo tanto se ha llegado a concluir la existencia de la solucién débil de 3.2. W
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

Conclusiones

(1). El problema no local admite solucién débil para f € L?(Q2). Donde se ha garantizado la
existencia de la solucién débil de un problema eliptico por el Método de Galerkin, que
tiene sus aplicaciones, como es el caso para resolver problemas que no son locales, un
caso particular es para encontrar soluciones débiles con sistemas no lineales.

(2). Para obtener esta solucién se ha aplicado el teorema del dngulo agudo y la condicién de
Dirichlet que en esencia determina la existencia de dicha solucidn.
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