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Resumen

El presente trabajo trata de un fibrado principal P como una estructura geométrica
que formaliza algunas caracteristicas esenciales de la geometria diferencial; en un modo
local es representando como un producto cartesiano U x G de un conjunto abierto U
de una variedad M con un grupo de Lie G. Del mismo modo como en el producto
cartesiano, el fibrado principal P estd equipado con una accién de G sobre P, andlogo
a (m, g)h = (m, gh). Esta caracteristica en su definicién, hace que los fibrados asociados
que devienen de P sean completamente caracterizados por una representacién de G
en algtiin grupo de Lie de interés para el fibrado asociado. Ademas se estudiaran las
conexiones en fibrados principales, conocidas como conexiones principales, aquellas
que son una generalizacion de conexiones en fibrado Tangente de M con la propiedad
esencial de ser invariantes bajo la accién del grupo estructural G. Y se mostrara que
una conexién principal sobre un fibrado principal induce una conexién generalizada en
cualquiera de sus fibrados asociados. Y se consigue abordar, en un modo mas general,
muchas de las dreas de la geometria diferencial cuando se esta tratando al fibrado
principal de los referenciales Fr(E), o fibrado referencial, de un fibrado vectorial E.

Palabras-clave: Geometria diferencial, teoria de fibrados, teoria de conexiones






Abstract

This presente work deals with a principal fiber bundle P as a geometric structure
that formalizes some essential characteristics of the differential geometry; locally es
represented as a Cartesian product U x G of an open subset U of a smooth manifold
M with a Lie group G. As in the Cartesian product, the principal fiber bundle P is
equipped with an action of G on P, analogous to (m, g)h = (m, gh). This characteristic
in its definition, makes the associated fiber bundles that come from P are completely
characterized by a representation of G in some Lie group of interest for the associated
bundle. In addition, the connections in principal fiber fibers, known as principal con-
nections, those that are a generalization of connections in T'M, will be studied; with
the essential property of being invariant under the action of structural group G. And it
will be shown that a principal connection over a principal fiber bundle induces a gene-
ralized connection in any of its associated fiber bundles. And it is possible to approach,
in a more general way, many of the areas of differential geometry when dealing with
the principal fiber bundle Fr(E) of the referentials, or referential bundle, of a vector
bundle F.

Keywords: Differential geometry, fiber bundle theory, conections theory
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I. Introduccion

El término conexién hace su apariciéon por primera vez en un texto de 1918, cuya
autoria pertenece a Hermann Weyl, intitulado Reine Infinitesimal Geometrie; como
recordado en (Abraham y Marsden, 1978). En su seccién 3 describe una conexion
afin como aquel que determina para un vector dado en el punto P’ un otro vector
infinitesimalmente préximo en el punto P bajo una transformacién afin denominada
transporte paralelo de P hacia P’. La transformacion es afin en el sentido de que
este preserva colinealidad y relaciones de distancia mas no necesariamente angulos
o longitudes. Weyl fue por mas al definir las componentes de la conexion afin por
I, =T"% . En laseccién 4 Weyl define una conexién métrica como siendo una conexién
affn sobre una variedad Riemanniana donde los '’ son los simbolos de Christoffel.

Weyl fue el primero en hacer una generalizacién exitosa. Su conexion afin generaliza
exitosamente a la conexion de Levi-Civita hacia otros espacios ademas de la Rieman-
niana (Kolar y Michor, 1993). Lo que hizo Weyl fue solamente un primer escalén en el
proceso de generalizacion.

Durante las siguientes dos décadas Elie Cartan ocupd una posicién central en el de-
sarrollo de la teoria de la conexion, ya que se ocupé de llevar la vision de la geometria
de F. Klein a la geometria diferencial. Para la época en que Einstein desarrollaba la
Teoria General de la Relatividad, Elie Cartan ya era un experto en la teoria de grupos
de Lie infinitesimales (i.e., dlgebras de Lie); con lo que ya venia trabajando por lo
menos desde 1912 (Kobayashi y Nomizu, 1963). Una vez que entré en contacto con la
teoria de Einstein, Cartan inmediatamente inicié a trabajar con un abordage mas gene-
ral que vinculd la geometria diferencial a una generalizacion infinitesimal del programa
de Klein. Con este fin, Cartan trabajé con lo que llamé espacios generalizados (espace
généralisé). Clasicamente un espacio generalizado fue un espacio de espacios tangen-
tes tal que dos espacios tangentes infinitesimalmente proximos estan relacionados por
una transformacion infinitesimal de un grupo de Lie, i.e., un espacio con una conexion
(Kobayashi y Nomizu, 1963). Para la misma época Weyl inicié su propia investigacion
en la teoria de representaciones de grupos de Lie. Weyl usé el calculo diferencial abso-
luto de Ricci, mientras que Cartan uso su propio calculo de formas diferenciales, que
ademas de caracterizar las conexiones y curvatura, permitié conocer el nuevo fenémeno
de torsion (Kolar y Michor, 1993).

Fue el estudiante de Cartan, Charles Ehresmann, quien finalmente desentramé y
clasifico exitosamente todas las conexiones especificas y generalizadas que habian sur-
gido en la primera mitad del siglo 20. Comenzo6 este esfuerzo con la motivacién de
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VIII INTRODUCCION

comprender las conexiones de Cartan desde un punto de vista global (ademads de ser
influenciado por Lie y Ernest Vessiot). Con esta finalidad Ehresmann introdujo el
concepto de fibrados generales independientemente de Whitney y Steenrod (Steenrod,
1951). Ehresmann publicé sus primeras anotaciones durante el periodo de 1941-1944 en
donde él define un fibrado principal (localmente trivial) y sus fibrados asociados
(también localmente triviales). Cabe mencionar que en su articulo de 1943, Sur les es-
paces fibrés associés d une variété différentiable, una variedad diferenciable es definida
por medio de un atlas de cartas locales por primera vez.

Teniéndose en cuenta que las diferentes areas de la geometria diferencial pueden
ser caracterizados definiéndose un tensor y la accién de un cierto grupo de Lie, ac-
tuando sobre este tensor. Surgen ideas de sintetizar todas estas areas y describirlas de
un modo compacto. Asi hace aparicién la teorfa de fibrados suaves. Charles Ehres-
mann, estudiante de Elie Cartan, publicé sus primeras anotaciones durante el periodo
de 1941-1944 en donde él define un fibrado principal (localmente trivial) y sus fi-
brados asociados (también localmente triviales) en Sur les espaces fibrés associés
d une variété différentiable. Esto conduce al siguiente hecho fundamental: describir
las diferentes dreas de la geometria diferencial usando conexiones principales como
una generalizacién de las derivadas covariantes para cualquier fibrado vectorial. Asi,
es justificada la descripcién de todas estas areas de la geometria diferencial a través
de fibrados principales y conexiones principales. Esto permite una poderosa abstrac-
cién y unificacion dentro de la geometria diferencial. Este hecho conduce a una amplia
aplicacion de la geometria diferencial en diferentes areas de las ciencias basicas.

En geometria diferencial las principales estructuras geométricas conocidas estan
definidas en el fibrado tangente de una variedad suave M. Mas generalmente, estas
estructuras geométricas estan definidas en fibrados vectoriales £ — M. Es conocido
que en estas estructuras el grupo de Lie asociado, en E, es el grupo lineal general
GL(E). Y todos los subgrupos de Lie, de GL(E), describen las diferentes estructuras
geométricas definibles en FE. Es decir, estos grupos de Lie describen simetrias en el
fibrado vectorial con respecto a un tensor definido en FE. Estas simetrias devienen de
la accién de estos subgrupos de Lie.

Otra herramienta importante en la geometria diferencial es la definicion de la de-
rivada covariante. Cuya generalizacion a fibrados vectoriales es una conexiéon. Esta
conexién, en fibrados vectoriales, describe importantes resultados geométricos. Enton-
ces surge una cuestion natural. ; Como es su generalizacién cuando se trata de fibrados
principales?.

Es asi que hace aparicién una estructura geométrica mas amplia. Un fibrado prin-
cipal y conexién sobre éste; objetivo central de la presente tesis. Que incluye a todos
los grupos de Lie, pues es parte esencial en su definiciéon e incorpora, como casos
particulares, las diferentes ramas de la geometria diferencial, topologia y fisica. Estos
son los tratados que conciernen a éste presente trabajo monogréfico, recopilados de la
literatura contemporanea.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebra multilineal

Estableceremos un campo base F, el cual sera el campo de los niimeros reales R o
el campo de los numeros complejos C, en nuestras aplicaciones. Seguiremos principal-
mente las ideas de (Abraham, R. y Marsden, J.E.; 1978) asi como de (Kobayashi, S.
y Nomizu, K.; 1963) para desarrollar ésta secciéon. Todo espacio vectorial que consi-
deraremos seran finito dimensionales sobre ' a menos que se establezca lo contrario.
Definamos el producto tensorial U @ V de dos espacios vectoriales U y V' somo sigue.
Sea M (U, V) el espacio vectorial que tiene al conjunto U x V' como base, i.e., el espacio
vectorial libre generado por los pares (u,v) donde u € U y v € V. Sea N el subespacio
vectorial de M (U, V') generado por elementos de la forma

(u+u,v) = (u,v) — (,v) , (u,v+0)—(u,v) — (u,v')
(ru,v) — r(u,v) , (u,rv) — r(u,v) ,

donde u,u' € U, v,v" € V y r € F. Haciendo U ® V.= M(U,V)/N. Para cada par
(u,v) considerado como un elemento de M (U, V'), su imagen bajo la proyeccién natural
M(U,V) — U®V serd denotado por u ® v. Se define la aplicacion bilineal candnica ¢
de U x V hacia U ® V' por

o(u,v) =u®v  para (u,v) € U x V.

Sea W un espacio vectorial y ¢ : U x V — W una aplicacién bilineal. Decimos
que el par (W,1) tiene la propiedad de factorizacion universal para U x V si para
cada espacio vectorial S y cada aplicacion bilineal f : U x V — S, existe una unica
aplicacion lineal g : W — S tal que f = go1).

Proposicién 1.1 El par (U ® V,p) tiene la propiedad de la factorizacion universal
para U x V. Si el par (W, ) tiene la propiedad de factorizacion universal para U XV,
entonces (U RV, ) y (W,1) son isomorfos en el sentido de que existe un isomorfismo
lineal 0 : U @V — W tal que ¥ = ooyp.



2 PRELIMINARES

Demostraciéon: Sea S cualquier espacio vectorial y f : U x V. — § cualquier apli-
cacién bilineal. Puesto que U x V' es una base para M (U, V'), podemos extender f a
una tdnica aplicacién lineal f' : M(U,V) — S. Como f es bilineal, f’ es nulo sobre
N. Ademas, f’ induce una aplicacién lineal g : U ® V' — S. Obviamente, f = gop.
La unicidad de tal aplicacién g sigue del hecho de que (U x V) genera U ® V. Sea
(W,4)) un par que tiene la propiedad de la factorizacién universal para U x V. Por la
propiedad de factorizacién universal de (U ® V, ¢) (respectivamente de (W, 1)), existe
una unica aplicacién lineal o : U ® V' — W (respectivamente 7 : W — U ® V) tal que
1 = 0o (respectivamente ¢ = To1)). Por tanto, ¢ = Togop y ¥ = goT01). Usando
la unicidad de g en la definicién de la propiedad de factorizaciéon universal, concluimos
que Too y 0o son transformaciones identidad de U x V' y W respectivamente.

|

Proposicion 1.2 Eziste un unico isomorfismo de U @ V' hacia V ® U el cual envia
uwev hacia veu para todo uelU yveV.

Demostracién: Sea f : U x V — V ® U una aplicaciéon bilineal definida por
f(u,v) = wewu. Por la proposicién 1.1, existe una tnica aplicacién lineal
g:U®V = VU tal que g(ugv) = veu. De modo semejante, existe una tini-
ca aplicacién lineal ¢ : V@ U — U ® V tal que ¢'(veu) = usv. Evidéntemente, ¢'og
y gog' son transformaciones identidad de U ® V' y V ® U respectivamente. Por tanto,
g es el isomorfismo deseado.

O
La prueba de las siguientes dos proposiciones son similares y por tanto omitidas.

Proposicion 1.3 Si consideramos al campo base F como un espacio vectorial 1—dimen-
sional sobre ', hay un unico isomorfismo de F @ U sobre U el cual envia r @ u hacia
ru para todo reF yuelU. Similarmente para U @ F y U.

Proposicién 1.4 Eziste un unico isomorfismo de (U@ V)@ W sobre U @ (V @ W),
el cual envia (uev)ew hacia ue (Ve w) para todo ueU,veV yweW.

Por lo tanto, se escribe por practicidad U ® V ® W. Dados los espacios vectoriales
Ui, ..., Uy, el producto tensorial U; ® - - - ® Uy puede ser definido inductivamente. Sea
@: Uy x -+ xUp = U; ®- - ® Uy una aplicaciéon multilineal el cual envia (uq, ..., ug)
hacia uy ® - -+ @ ug. Entonces, como en la proposicién 1.1, el par (U1 ®- - - @ Uy, ¢) puede
ser caracterizado por la propiedad de la factorizacion universal para Uy X - -+ X Uy.

La proposicién 1.2 también puede ser generalizado. Para cualquier permutacion m
de (1,...,k), existe un tnico isomorfismo de U; ® - - - ® Uy, sobre U1y ® - - - ® Uryy €l
cual envia u; ® -+ ®@uy hacia ) ® @ Uk

Proposicién 1.5 Dadas las aplicaciones lineales f; : U; — V;,j = 1,2, existe una
unica aplicacion lineal f: Uy @ Uy — V1 @ Vy tal que f(up e uz) = fi(uy) e fa(us) para
todo uy € Uy y ug € Us.
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Demostracion: Considerando la aplicacién bilineal U; x Uy — V; ® V5 el cual envia
(u1,u2) hacia fi(u1) @ fo(ug) y aplicando la proposicién 1.1.

O

La generalizacion de la proposicion 1.5 al caso con méas de dos aplicaciones es obvia.
La aplicacion f obtenida sera denotada por f; ® fs.

Proposicion 1.6 Si Uy + Us denota la suma directa de Uy y Us, entonces
U1+ U) @V = U V+U,V .

semejante,
Ue(WVit+l) = UVi+UeV;.

Demostracion: Sean iy, : Uy — U; + Uy e 15 : Uy — U; + Us inyectivas. Sean
p1: U +Uy — Uy y ps : Uy + Uy — Us proyecciones. Entonces pyoiq y paoio son las
transformaciones identidad de U; y U, respectivamente. Por la proposicion 1.5, i y la
transformacion de V' induce una aplicacién lineal 4; : Uy @V — (U; +Us) ® V. De modo
similar, 75, p; v P2 son definidas. Esto implica que p; 41 v Pa oo son las transformaciones
identidad de U; ® V' v U, ® V respectivamente y Py oi; ¥ Py ois son las aplicaciones cero.
Esto prueba al primer isomorfismo. La prueba para el segundo es similar.

O
Por induccion, obtenemos
Ui+ +U)QV = heoV+- 4+ U,V .
Proposicion 1.7 Si uy, ..., u,, es una base para U y vy,...,v, es una base para V,
entonces { w;ov; |i=1,...,m; j=1,...,n } es una base para U® V. En particular,

dmUQV =dim U dim V.

Demostracién: Sea U; un subespacio 1—dimensional de U generado por u; y V; el
subespacio 1—dimensional de V' generado por v;. Por la proposicion 1.6,

UV = > UiaV;.
3

Por la proposicion 1.3, cada U; ® V; es un espacio vectorial 1—dimensional generado
por U; @ Vj .
O

Para un espacio vectorial U, denotemos por U* al espacio vectorial dual de U. Para
uelU y u*eU*, (u,u*) denotard al valor del funcional lineal u* sobre u.

Proposicién 1.8 Sea L(U*, V) el espacio vectorial de aplicaciones lineales de U* hacia
V. Entonces existe un tinico isomorfismo g de U @ V' sobre L(U*, V') tal que

(g(uev))u* = (u,u*)v  para todo ueUveV y u eU" .
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Demostracién: Considérese la aplicacién bilineal f : U x V. — L(U*,V) definida
por (f(u,v))u* = (u,u*)v y aplicando la proposicién 1.1. Entonces existe una tnica
aplicacién lineal g : U@V — L(U*, V) tal que (g(u,v))u* = (u, u*)v. Para probar que
g es un isomorfismo, sea uy, ..., u, una base para U, uj,...,u;, la base dual para U*
y v1,...,U, Una base para V. Deberemos mostrar que

{g(uiov;) |i=1,....om;5=1,...,n}

es linealmente independiente. Si > a;;9(u; @ v;) = 0 donde a;; € F, entonces

0= (Zaijg(ui®vj)) uy, = Zakﬂ’j

y, por tanto, todo a;; se anula. Puesto que dimU ® V' = dim L(U*, V'), g es un isomor-
fismo de U x V sobre L(U*, V).

|

Proposicion 1.9 Dados dos espacios vectoriales U y V', existe un unico isomorfismo
g de U* @ V* sobre (U ® V)* tal que

(g(u" e v*))(uov) = (u,u")(v,v")

para todo ue U, u* e U*,veV v*eV*,

Demostracion:  Aplicando la proposicién 1.1 a la aplicacién bilineal
f U xV* = (U® V)* definida por (f(u*,v*))(uev) = (u,u*){v,v*). Para pro-
bar que g es un isomorfismo, tomamos bases para U, V,U* y V*; y procedemos como
en la proposicion 1.8.

|

Ahora definiremos varios espacios tensoriales sobre un espacio vectorial fijado V.
Para un entero positivo r, denominaremos a 7" = V ® --- ®@ V (r veces producto
tensorial) como el espacio tensorial contravariante de grado r. Un elemento de T" serd
llamado de tensor contravariante de grado r. Sir =1, T! no es nadie mas que V. Por
convencion, consideraremos que 7° es el campo base F. Similarmente, T, = V*®---@V*
(s veces producto tensorial) es denominado como el espacio tensorial covariante de
grado s y sus elementos tensores covariantes de grado s. Entonces T} = V* y, por
convencion, Ty = F.

Deberemos expresar estos tensores en términos de una base de V. Sea eq, ..., e, una
base para V y el,...,e" la base dual para V*. Por la proposicién 1.7,
{e, o we, | 1 <iy,...,0 < n } es una base para T,. Cada tensor K contra-

variante de grado r puede ser expresado de modo inico como una combinacion lineal

K — E Kn-..zreil ® @€

Ul yeenylr



1.1 ALGEBRA MULTILINEAL 5

donde K% % son las componentes de K con respecto a la base eq,...,e, de V. De
modo similar, cada tensor L covariante de grado s puede ser expresado unicamente
como una combinacion lineal

L = Lj.;e"e- - o€e°,
jl?"‘?js
donde L;, ; son las componentes de L.

Para un cambio de base de V, las componentes de tensores estan sujetas a las
siguientes transformaciones. Sean eq,...,e, v €1,...,€, dos bases de V relacionados

por la transformaciéon
5. — J P
€ = E Ale;, 1=1,...,n.
J

El correspondiente cambio de bases de la base dual en V* es dada por
e = ZB;-ej, 1=1,...,n,
J
donde B = (B}) es la matriz inversa de la matriz A = (A?), asf

> ABl = 5.
J

Si K es un tensor contravariante de grado r, y sus componentes, K y K i
con respecto a { ¢; } v { & } respectivamente estén relacionados por

K — § ' Af L Al GO
J1 Ir :

Jlseesdr

De modo similar, las componentes de un tensor L covariante de grado s estédn relacio-
nados por

T J— jl js

Lil'“is - z : Bil T Bis L]l]s :

j17~--»js

Definamos al espacio tensorial del tipo (r,s), o espacio tensorial de grado contrava-
riante vy de grado covariante s, como el producto  tensorial
Tm=T"T,=V® - VeV*®- ---V* (V :rveces, V*: s veces). En particular,

v=T", T =T, y T) = F. Un elemento de T" es llamado un tensor del tipo (r,s),
o tensor de grado contravariante r y de grado covariante s. En términos de una base
e1,...,e, de V y base dual €', ... " de V*, cada tensor K del tipo (r,s) puede ser
expresado de modo tnico como

K = E K veyo - oe, 0o e .

Ul yeeeybryJ1yeens]s



6 PRELIMINARES

donde K7} son llamados las componentes de K con respecto a la base ey, .. . , e,. Para
un cambio de base €; = ) ; Ale;, tenemos la siguiente transformacién de componentes:

701ty 7 ir PM ms 17kt kr
Ko = ZAkll...AkTlel.,.BjS KRk (1.1)

Sea T = B,,_, 17, asi que un elemento de T es de la forma > °_, K!, don-
de K. € T7 son cero excepto para un numero finito de ellos. Deberemos tornar a
T una algebra asociativa sobre F, definiendo el producto de dos tensores K &€ T

y L € T? como sigue. De la propiedad de factorizacion universal del producto ten-
sorial, implica que existe una unica aplicacion bilineal de Ty x TP sobre T, ;:rf el
cual envia (1@ - - @V, @V @ -+ @U;, W@ - eWpewie - ow;) € T, x TP hacia
Ve @URWIe QWU ® T U RW R 9w, € T;I(f. La imagen de
(K,L) € T{ x TP por esta aplicacién bilineal serd denotado por K @ L. En térmi-

nos de componentes, si K es dado por Kﬁ;r y L es dado por Ly, .., , entonces

iletp  _ poineie 7 Ordlindp
(K@ L)1 = gh-irp .

1‘“js+q ‘Js js+1"‘js+q

Ahora definiremos la contraccion. Sea r,s > 1. Para cada par de enteros (i,75) tal
que 1 <2< ryl<j<s,asociamos una aplicaciéon lineal, denominada la contraccién

y denotada por C, de T7 sobre T! | el cual envia v;© - v, @ v} ® --- @ v} hacia
<U~ U*>U DTS U /lj DY /l) U* ... U* U* ... U*
i Uj 1® QUi—1 ®Uij+1 ® QUr @V ® ®j—1® j+1® XUVg
donde vy,...,v, eV y ouf,...,v¥eV* La unicidad y existencia de C' sigue de la pro-

piedad de factorizacion universal del producto tensorial. En términos de componentes,
la contraccién C' lleva un tensor K € 77 con componentes Kﬁj,’f;: hacia un tensor

CK € T~} cuyos componentes son dados por

i1 E ipeekeeiy
(OK)jl“'js—l - Kjlkjs )
k
donde el superindice k aparece en la ¢—ésima posicion y el subindice k aparece en la
Jj—ésima posicion.

Ahora deberemos interpretar tensores como aplicaciones multilineales.

Proposicion 1.10 T es isomorfo, de manera natural, al espacio vectorial de todas las
aplicaciones s—lineales de V x --- x V hacia F.

Proposicion 1.11 T" es isomorfo, de manera natural, al espacio vectorial de todas
las aplicaciones r—lineales de V* x --- x V* hacia F.

Demostracion: Probaremos sélo la proposicion 1.10. Generalizando la proposicion 1.9,
vemos que 1, = V*® --- ® V* es el espacio vectorial dual de 7" =V ® --- ® V. Por
otro lado, sigue de la propiedad de factorizacién universal del producto tensorial que
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el espacio de aplicaciones lineales de 7" =V ® --- ® V hacia F es isomorfo al espacio
de aplicaciones r—lineales de V' x --- x V hacia F.

a

Siguiendo la interpretacion de la proposicion 1.10, consideramos un tensor K € T
como una aplicacién s—lineal V' x --- x V. — F y escribimos K (vy,...,v,) € F para
V1, ..., UV

Proposicién 1.12 T es isomorfo, de un modo natural, al espacio vectorial de todas
las aplicaciones r—Ilineales de V' x --- x V hacia V.

Demostraciéon: T es, por definicién, V ® T, el cual es canonicamente isomorfo con
T, ® V. Por la proposicion 1.8, T, ® V' es isomorfo al espacio de aplicaciones lineales
del espacio dual de T;., que es T", hacia V. También, por la propiedad de factorizacién
universal del producto tensorial, el espacio de aplicaciones lineales de 17" hacia V' puede
ser identificado con el espacio de aplicaciones r—lineales de V' x --- x V hacia V.

|

Con esta interpretacién, cualquier tensor K del tipo (1,7) es una aplicacién r—lineal
de V x---xV hacia V el cual lleva (pl,...,vr)'haciaK(pl,...,vr) eV.Siey,...,e,es
una base para V', entonces K = > Kj .. eiee e - el corresponde a una aplicacion

r—lineal de V' x - x V hacia V tal que K(ej,,...,e;) = >, K} e .

Ejemplo 1.1 Si veV y v*eV* entonces vev* es un tensor del tipo (1,1). La con-
traccion C' : T} — F lleva v @ v* hacia (v,v*). En general, un tensor K del tipo (1,1)
puede ser considerado como un endomorfismo lineal de V' y la contraccion CK de K es
entonces el trazo del correspondiente endomorfismo. En efecto, si e, ..., e, es una base
para V' y K tiene componentes K;ﬁ con respecto a esta base, entonces el endomorfismo
correspondiente a K envia e; hacia ) . K}ei. Claramente, el trazo de K y la contraccion
CK de K son ambos iguales a Y, K.

Ejemplo 1.2 Un producto interior g sobre un espacio vectorial real V' es un tensor
covariante de grado 2 el cual satisface (1) g(v,v) > 0y g(v,v) = 0siy sélosiv =0
(positivo definido) y (2) g(v, u) = g(u,v) (simétrico).

Sea T'(U) y T(V') algebras tensoriales sobre los espacios vectoriales U y V. Si A es
un isomorfismo de U sobre V| entonces su transpuesta A* es un isomorfismo lineal de
V* sobre U* y A*~! es un isomorfismo lineal de U* sobre V*. Por la proposicién 1.4,
obtenemos un isomorfismo lineal A®@ A* 1 : U@ U* — V ® V*. En general, obtenemos
un isomorfismo lineal de T'(U) sobre T'(V) el cual transforma 77 (U) sobre T7 (V). Este
isomorfismo, llamado la extension de A y denotado por la misma letra A, es el tinico
isomorfismo entre las algebras T'(U) — T'(V) el cual extiende A : U — V; la unicidad
sigue del hecho de que T'(U) es generado por F,U y U*. Es también facil de verificar
que la extension de A conmuta con cualquier contraccién C.
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Proposicién 1.13 FExziste una correspondencia 1:1 natural entre los isomorfismos de
una espacio vectorial U sobre otro espacio vectorial V' y el isomorfismo de dlgebras de
T(U) sobre T(V) el cual preserva tipo y conmuta contracciones.

En particular, el grupo de automorfismos de V' es isomorfo, de manera natural, con el
grupo de automorfismos del dlgebra tensorial T(V') el cual preserva tipo y conmuta con
contracciones.

Demostraciéon: Solamente tenemos que probar que cada isomorfismo de &dlgebras,
digamos f, de T'(U) sobre T'(V') proviene de un isomorfismo A de U sobre V', teniendo
en cuenta que f preserva tipo y conmuta con contracciones. Puesto que f preserva
tipo, este lleva T, (U) = U isomérficamente a Ty (V') = V. Denotando la restriccién de
f hacia U por A. Como f transforma cada elemento del campo F = T¢ en s{ mismo y
conmuta con cada contraccién C, tenemos, para todo u € U y u* € U*,

(Au, fur) = (fu, fu?) = C(fuefu’) = C(f(usu"))
= f(Clusw)) = [f((wu)) = (uu).

Por tanto, fu* = A*~!. La extensién de A y f coinciden sobre F,U y U*. Puesto que
el dlgebra tensorial T'(U) es generado por F, U y U*, f coincide con la extensién de A.

|

Sea T el algebra tensorial sobre un espacio vectorial V. Un endomorfismo lineal D
de T es denominada una derivacion si satisface las siguientes condiciones:

(a) D preserva tipo, i.e., D lleva T7 en si misma;
(b) DIK®L)=DK ® L+ K ® DL para todos los tensores K y L;

(¢) D conmuta con toda contraccién C'.

El conjunto de derivaciones de T' forma un espacio vectorial. Este forma un algebra
de Lie si hacemos [D, D'] = DD’'—D'D para cualesquiera derivaciones D y D’. De modo
similar, el conjunto de endomorfismos lineales sobre V' forma un algebra de Lie. Puesto
que una derivacién D lleva Ty = V en sf misma por (a), este induce un endomorfismo,
digamos B, sobre V.

Proposicién 1.14 FEl dlgebra de Lie de derivaciones de T' (V') es isomorfo con el dlge-
bra de Lie de endomorfismos de V. El isomorfismo es dado por la asignacion de cada
derivacion con su restriccion a V.

Demostraciéon: Es claro que D — B es un homomorfismo de algebras de Lie. De
(b) sigue facilmente que D lleva cada elemento de F sobre 0. Por tanto, par veV y
v* e V*, tenemos

0 = D((v,v) = D(C(veuv?)) = C(D(vev"))
= C(Dvev*+veDv*) = (Dv,v*)+ (v, Dv*) .
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Puesto que Dv = Bv, Dv* = —B % v* donde B* es la transpuesta de B. Como T es
generado por F, V y V* D es tinicamente determinado por su restriccion a F, V', y
V*. Esto implica que D — B es inyectivo. Reciprocamente, dado un endomorfismo B
de V', definamos Da = 0 para a€F, Dv = Bv para veV y Dv* = —B*v* para v e V*
y, entonces, extendiendo D a una derivacién de T por (b). La existencia de D sigue de
la propiedad de factorizacién universal del producto tensorial.

|

Ejemplo 1.3 Sea K un tensor del tipo (1,1) y considere este como un endomorfismo
de V. Entonces el automorfismo de T'(V') inducido por un automorfismo A de V' que
lleva al tensor K hacia el tensor AK A~!. Por otro lado, la derivacién de T'(V') inducida
por un endomorfismo B de V lleva K sobre [B, K| = BK — KB .

1.2. Variedades suaves

1.2.1. Variedad suave

Esta seccién estd basado en (Abraham, R. y Marsden, J.E.; 1978) y (Kobayashi, S.
y Nomizu, K.; 1963).

Un pseudogrupo de transformaciones sobre un espacio topoldgico T es un conjun-
to A de transformaciones que satisface los siguientes axiomas:

(1) Cada f € A es un homeomorfismo de un conjunto abierto (denominado el dominio
de f) de A sobre otro conjunto abierto (denominado el rango de f) de A;

(2) Si f € A, entonces la restriccién de f a un subconjunto abierto arbitrario del
dominio de f, estd en A;

(3) Si U = |J, U; donde cada U; es un conjunto abierto de 7. Un homeomorfismo f
de U sobre un conjunto abierto de T pertenece a A, si la restriccién de f a U;
estd en A para cada i;

(4) Para cada conjunto abierto U de T, la transformacién identidad de U estd en A,
(5) Si f € A, entonces f! € A;

(6) Si f € A esun homeomorfismo de U sobre V'y f' € A es un homeomorfismo de U’
sobre V' y si VN U’ es no vacio, entonces el homeomorfismo f'o f de f~H(V NU’)
sobre f/(V NU’'), estd en A.

Daremos algunos ejemplos de pseudogrupos los cuales seré usados en este presente
trabajo. Sea R™ el espacio de las n—uplas de ntimeros reales (z',...,z") con la topo-
logia usual. Una aplicacién f de un conjunto abierto de R™ sobre R™ es denominado
de clase C", r=1,2,...,00, si f es continuamente r veces diferenciable. Decimos que
f es de clase C° cuando f es continua. Por clase C™ queremos decir que f es real y
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analitico. El pseudogrupo A™(R™) de transformaciones de clase C" de R™ es el conjunto
de homeomorfismos f de un conjunto abierto de R™ sobre un conjunto abierto de R™
tal que ambos f y f~! son de clase C". Obviamente A"(R") es un pseudogrupo de
transformaciones de R™. Si r < s, entonces A°(R") es un subpseudogrupo de A"(R™).
Si consideramos sélo estos f € A"(R"™) cuyos Jacobianos son positivos en todas partes,
obtenemos un subpseudogrupo de A"(R"). Este pseudogrupo, denotado por Aj(R™),
es denominado el pseudogrupo de transformaciones que preserva orientacion de cla-
se C" de R™. Sea C" el espacio de n—uplas de niimeros complejos con la topologia
usual. El pseudogrupo de transformaciones holomorfas (i.e., complejos analiticos) de
C™ puede ser definido de modo similar y serd denotado por A(C™). Deberemos iden-
tificar C" con R?", cuando fuera necesario, bajo la aplicacién (2, ...,2,) € C" hacia
(', .. 2™yt .. y") € R*™ donde 27 = 27 + 4y, Sobre esta identificacién, A(C") es
un subpseudogrupo de Aj(R?") para cualquier 7.

Un dtlas de un espacio topolégico M compatible con un pseudogrupo A es una
familia de pares (U, ¢;), llamados cartas, tales que

(a) Cada U; es un conjunto abierto de M y |J, U; = M;
(b) Cada ¢; es un homeomorfismo de U; sobre un conjunto abierto de T;

(¢) Siempre que U; N U; sea no vacio, la aplicacién pjop; ' de ¢;(U; N U;) sobre
©;(U; N U;) es un elemento de A.

Un dtlas completo de M compatible con A es un atlas de M compatible con A el
cual no esta contenido en ningun otro atlas de M compatible con A. Cada atlas de M
compatible con A estd contenido en un tnico dtlas completo de M compatible con A.
En efecto, dado un atlas A = {(U;, p;)} de M compatible con A, sea A una familia de
pares (U, ¢) tal que ¢ es un homeomorfismo de un conjunto abierto U de M sobre un
conjunto abierto de T y que

()OiogO_l . QO(U N Ul) — (,01<U N UZ)

es un elemento de A siempre que U N U; sea no vacio. Entonces A es el dtlas completo
conteniendo A.

Si A" es un subpseudogrupo de A, entonces un atlas de M compatible con A’ es
compatible con A.

Una variedad suave de clase C" es un espacio de Hausdorff con un atlas completo,
préfijado, compatible con A"(R"™). El entero n es denominado como la dimensién de la
variedad. Cualquier dtlas de un espacio de Hausdorff compatible con A" (R™), ampliando
hacia un atlas completo, se define una estructura diferenciable de clase C". Puesto que
A"(R™) € A*(R™) para r < s, una estructura diferenciable de clase C* define de modo
unico una estructura diferenciable de clase C”. Una variedad suave, también dicho
diferenciable, de clase C* es también denominada una variedad real analitica. A lo largo
de todo el presente trabajo deberemos considerar variedades suaves de clase C'°. Por
una variedad suave, variedad diferenciable o, simplemente, variedad, nos referiremos a
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variedades diferenciables de clase C*°. Una variedad compleja (analitica) de dimensién
compleja n es un espacio de Hausdorff con un atlas completo, préfijado, compatible
con A(C™). Una variedad suave orientada de clase C" es un espacio de Hausdorff con
un 4tlas, préfijado, compatible con Aj(R™).

Para cualquier estructura bajo consideracién (por ejemplo estructura diferenciable
de clase C"), una carta admisible es una carta que pertenece a un atlas préfijado com-
pleto definiendo la estructura. De ahora en adelante, una carta se entendera como una
carta admisible. Dada una carta admisible (U;, ;) de una variedad M n—dimensional
de clase C", el sistema de funciones z'o@, ..., 2" definidas sobre U; son llamados
como sistema de coordenadas locales sobre U;. Decimos que U; es un entorno coorde-
nado. Para cada punto p € M, es posible encontrar una carta (U;, ¢;) tal que ¢;(p)
esté en el origen de R" y ¢; sea un homeomorfismo de U; sobre un conjunto abierto
de R™ definido por |zt| < a, ..., |2"| < a para algtin ntimero positivo a. U; es entonces
denominado como una vecindad cubo de p.

Dadas dos variedades M y M’ de clase C", una aplicacién f : M — M’ es dicha
diferenciable de clase C*, k < r, si, para cada carta (U;, ;) de M y cualquier carta
(Vi,1b;) de M’ tal que f(U;) C V;, la aplicacién ;0 fop; ' de ¢;(U;) sobre 1;(V;) es
diferenciable de clase C*. Si u!,..., u" es un sistema de coordenadas locales en U; y
o', ..., v™ es un sistema de coordenadas en V;, entonces f puede ser expresado por un

conjunto de funciones diferenciables de clase C*:
1 17,1 n m m(, 1 n
vi=f(u, .o u) v = e, U

Por una aplicacion diferenciable nos referiremos a aplicaciones de clase C'*°. Una funcién
diferenciable de clase C* sobre M es una aplicacién de clase C* de M sobre R. La
definicion de aplicaciones holomorfas recibe un tratamiento similar.

Por una curva diferenciable de clase C* en M, entendemos que se trata de una
aplicacién diferenciable de clase C* de un intervalo cerrado [a, b] C R sobre M, es decir,
la restriccién de una aplicacién diferenciable de clase C* de un intervalo, conteniendo
la,b], hacia M. Ahora definiremos un vector tangente (o simplemente vector) en el
punto p de M. Sea F(p) el dlgebra de funciones diferenciables de clase C'! definidos en
una vecindad de p. Sea x(t) una curva de clase C', a < t < b, tal que x(ty) = p. El
vector tangente a la curva x(t) en p es una aplicaciéon X : §(p) — R definida por

Xy o ()

En otras palabras, X f es la derivada de f en la direccién de la curva x(t) en ¢t = t.
El vector X satisface las siguientes condiciones:

(1) X es una aplicacién lineal de § hacia R;
(2) X(fg) = (XN)g(p) + f(p)(Xg) para f,g € F(p) -

El conjunto de aplicaciones X de F(p) hacia R satisfaciendo estas dos condiciones for-
ma un espacio vectorial real. Ahora deberemos mostrar que el conjunto de vectores
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en p es un subespacio vectorial de dimension n, donde n es la dimension de M. Sea
u', ..., u" un sistema de coordenadas locales U de p. Para cada j, (0/9u’), es una apli-
cacién de F(p) hacia R el cual satisface las condiciones (1) y (2) anteriores. Deberemos
mostrar que el conjunto de vectores en p es el espacio vectorial que tiene como base
a (0/0u"),,...,(0/0u™),. Dado cualquier curva x(t) con p = x(ty), sean v/ = 27(t),

j=1,...,n, sus ecuaciones en términos del sistema de coordenadas locales u', ... u™.

Entonces
(df (@(t))/dt)e, = > (Of /0u), - (da? (t)/db)y, |

J

el cual prueba que cada vector en p es una combinacion lineal de (9/9u'),, . .., (9/0u™),.
Recfprocamente, dada una combinacién lineal . &/(0/0u’),, considere la curva defi-
nida por

w o= w(p)+&t, j=1,...,n.

Entonces el vector tangente a esta curva en ¢t = 0 es Zj &7(9/0u?),. Para probar la

independencia lineal de (0/0u')p, ..., (9/du™),, asuma Y. £7(9/0u’), = 0. Entonces

0 = ij(auk/auj)p = ¢ parak=1,...,n.
J

Esto completa la prueba de nuestra aseveracién. El conjunto de vectores tangentes
en p, denotado por T,M, es denominado el espacio tangente de M en p. Las n—uplas
de los niimeros &', ..., €™ es llamado de componentes de los vectores Y. &/(0/0u’), con

respecto al sistema de coordenadas locales u!, ..., u".

Observaciéon 1.1 Es conocido que si una variedad M es de clase C*°, entonces 1), M
coincide con el espacio de X : F(p) — R satisfaciendo las condiciones (1) y (2) atrés,
donde F(p) ahora denota al algebra de todas las funciones C*° entorno de p. De ahora
en adelante consideraremos principalmente variedades de clase C'™ y aplicaciones de
clase C*°.

Un campo vectorial X sobre una variedad M es una asignacién de un vector X,
a cada punto p € M. Si f es una funcién diferenciable sobre M, entonces X f es
una funcién sobre M definida por (X f)(p) = X, f. Un campo vectorial X es llamado
diferenciable si X f es diferenciable para cada funcion diferenciable f. En términos de
un sistema de coordenadas locales u!, . . ., 4™, un campo vectorial X puede ser expresado
por X =Y &1(9/0u’), donde los & son funciones definidas en la vecindad coordenada,
llamadas las componentes de X con respecto a u', ..., u". X es diferenciable si y sélo
si sus componentes & son diferenciables.

Sea X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre M. Este es un espacio
vectorial real bajo la adisién y multiplicacién por un escalar. Si X y Y estdan en X(M),
definese el bracket [X, Y] como una aplicacién del anillo de funciones sobre M hacia si
mismo por

(X, Y] = X(Vf)-Y(Xf).
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Deberemos mostrar que [X, Y] es un campo vectorial. En términos de un sistema de
coordenadas locales u!, ..., u", escribimos

X = ) g0/, Y=Y no/o).

Entonces . ‘ .
(XYIf = ) (€"(0n /o) — (08" Jouh)) (0 f ou) .
g,k
Esto significa que [X,Y] es un campo vectorial cuyas componentes con respecto a
u',...,u" son dados por Y, (&¥(On? /Ou*) — n*(9&7 /Ou”)), 7 = 1,...,n. Con respecto
a esta operacién de bracket, X(M) es un algebra de Lie sobre el campo de los ntimero
reales (de dimensién infinita). En particular, tenemos la identidad de Jacobi:

X, Y, Z|+ Y, Z],X]|+[[Z,X],Y] = 0 vparaX,Y,Ze€X(M).

También podemos considerar a X(M) como un médulo sobre el anillo F(M) de fun-
ciones diferenciables sobre M como sigue. Si f es una funciéon y X un campo vectorial
sobre M, entonces fX es un campo vectorial sobre M definida por (fX), = f(p)X,
para p € M. Entonces

fX,9Y] = fglX, Y]+ f(X9)Y —g(Y/)X  figeF(M), X, Y € X(M).

Para un punto p de M, el espacio vectorial dual T M del espacio tangente T),M es
llamado el espacio de covectores en p. Una asignacién de un covector a cada punto p
es llamado una 1—forma (forma diferencial de grado 1). Para cada funcién f sobre M,
la diferencial total (df), de f en p estd definido por

((df)p, Xy = Xf paraX e T,M,

Si u',...,u" es un sistema de coordenadas locales en una vecindad de p, entonces
la diferenciales totales (du'),,. .., (du"), forman una base para Ty M. En efecto, ellos
forman la base dual de la base (9/9u'),, ..., (9/0u™), para T,M. En una vecindad de
p, cada 1—forma w puede ser escrita de modo 1inico como

w = ijduj,
J

donde f; son funciones definidas en un vecindad de p y llamadas las componentes de w
con respecto au', ..., u". La 1—formaw es dicha diferenciable silos f; son diferenciables
(esta condicién es independiente de la eleccion del sistema de coordenadas locales). Y
consideraremos solamente 1—formas diferenciables.

Una 1—forma w puede ser definido también como una aplicacién §(M )—lineal del
§(M)—mébdulo X(M) hacia F(M). Estas dos definiciones estén relacionadas por

W(X)), = (W X,), XeX(M), peM.
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Sea /\ T, M el dlgebra exterior sobre Ty M. Una r—forma w es una asignacién de un
elemento de grado r en A T M para cada punto p de M. En términos de un sistema

de coordenadas locales u!, ..., u", w puede ser expresado de modo tinico como
w = E Wiyoi, AUTA - A du'™
i1 <ip <<y

La r—forma w es dicha diferenciable si las componentes wj,..,. son todas diferencia-
bles. Convengamos que por una r—forma nos referiremos a una r—forma diferenciable.
Una r—forma w también puede ser definido como una aplicacién antisimétrica r—lineal
sobre F(M) de X(M) x --- x X(M) (r-veces) hacia §(M). Las dos definiciones estan
relacionadas del siguiente modo. Si w!,...,w" son 1—formas y X,..., X, son cam-
pos vectoriales, entonces (w'a -+ Aw") (X7, ..., X,) es 1/r! veces el determinante de la
matriz (w?(X})) k=1, de grado r.

Denotaremos por Q" (M) la totalidad de r—formas diferenciables sobre M para
cada r = 0,1,...,n. Entonces Q°(M) = F(M). Cada Q"(M) es un espacio vectorial
real y puede ser también considerado como un §(M)—moédulo: para f € F(M) y
w € (M), fw es una r—forma definida por (fw), = f(p)w,, p € M. Denétase
QM) =P, Q" (M). Con respecto al producto exterior, (M) forma un algebra sobre
el campo de los nimeros reales. La diferenciacion exterior d puede se caracterizado
como sigue:

(1) d es una aplicacion R—lineal de Q(M) sobre si mismo tal que d(2"(M)) C
QL (M);

(2) Para una funcién f € Q°(M), df es la diferencial total;
(3) Siw e (M) yneQ*(M), entonces

d(wan) = dwan + (=1)"wadn;
(4) d* =0.

En términos de un sistema de coordenadas locales, siw = > .

entonces dw = Y, _. _; dwi,.qndua - ndu'n

Sera necesario considerar formas diferenciales a valores en un espacio vectorial arbi-
trario. Sea V' un espacio vectorial real m—dimensional. Una r—forma w a valores en V'
sobre M es la asignacién a cada punto p € M una aplicaciéon r—lineal antisimétrica
de T,M x --- x T,M (r veces) hacia V. Si tomamos una base ey, ..., e, para V, po-
demos escribir w de modo tinico como w = Y7, w’ - ¢;, donde los w’ son r—formas
usuales sobre M. w es diferenciable, por definicién, si los w’ son todos diferenciables.
La derivada exterior dw esta definida como 27:1 dw’ - €;, el cual es una (r + 1)—forma
a valores en V.

Dada una aplicacién f de una variedad M hacia otra M’, la diferencial en p de f es
la aplicacién lineal f, de T, M hacia Ty, M’ definida como sigue. Para cada X € T,M,
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elijase una curva x(t) en M tal que X es el vector tangente a la curva x(t) en p = (o).
Entonces f.(X) es el vector tangente a la curva f(x(t)) en f(p) = f(x(to)). Esto implica
inmediatamente que si g es una funcién diferenciable en una vecindad de f(p), entonces
(f«(X))g = X(gof). Cuando sea necesario especificar el punto p, escribiremos (f,),.
Cuando no haya peligro de confusién, podemos escribir simplemente f a instancia de f,.
La transpuesta de (f,), es una aplicacién lineal de Ti M " hacia T M. Para cualquier
r—forma w’ sobre M’ definimos una r—forma f*w’ sobre M por

(f*w’)(Xl,...,XT) = w'(f*Xl,...,f*X,,), Xl,...,XT ETpM .

La diferenciacién exterior d conmuta con f* i.e., d(f*w’) = f*(dw’).

Una aplicacién f de M hacia M’ es dicha que tiene rango r en p € M si la dimensién
de f.(T,M) es r. Si el rango de f en p es igual a n = dim M, (f.), es inyectiva y
dim M < dim M'. Si el rango de f en p es igual a n’ = dim M’, (f*), es sobreyectiva y
dim M > dim M’. Por el teorema de la funcién inversa, tenemos

Proposicion 1.15 Sea [ una aplicacion de M hacia M' y p un punto de M.

(1) Si (f.), es inyectiva, existe un sistema de coordenadas locales u', ..., u™ en una

vecindad U de p y un sistema de coordenadas locales v', ..., v" en una vecindad
de f(p) tal que

v'(f(q)) = v'(q) paraqeU y i=1,...,n

En particular, f es un homeomorfismo de U hacia f(U).

n

(2) Si (f.), es sobreyectiva, existe un sistema de coordenadas locales u',... u™ en
una vecindad U de p y un sistema de coordenadas locales v', ..., v" de f(p) tal
que

!/

v'(f(q)) = u'(q) paraqeU y i=1,...,n.

En particular, la aplicacion f: U — M’ es abierta.

(3) Si (fi)p es un isomorfismo lineal de T,M sobre Ty M', entonces f define un

homeomorfismo de una vecindad U de p sobre una vecindad V' de f(p) y su inversa
[~V = U es también diferenciable.

Para la prueba tsese el teorema de la funcion inversa.

Una aplicacién f de M hacia M’ es denominada una inmersion si (f.), es inyectiva
para cada punto p de M. Decimos entonces que M estd inmersa en M’ por f o que M
es una subvariedad inmersa de M’. Cuando una inmersiéon f es inyectiva, este es deno-
minada un embebimiento de M en M’. Decimos entonces que M (o la imagen f(M))
es una subvariedad embebida ( o simplemente un subvariedad) de M'. La topologia de
una subvariedad es en general mas fina que la topologia relativa inducida de M’. Un
subconjunto abierto M de una variedad M’, considerado como una subvariedad de M’
en un modo natural, es llamado una subvariedad abierta de M’.
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Un difeomorfismo de una variedad M sobre otra variedad M’ es un homeomorfismo
¢ tal que ambos ¢ y ¢! son diferenciables. Un difeomorfismo de M sobre sf mismo es
llamado de transformacion diferenciable de M. Una transformacién ¢ de M induce un
automorfismo ¢* del édlgebra Q(M) de formas diferenciales sobre M y, en particular,
un automorfismo del dlgebra F(M) de funciones sobre M:

(" filp) = flep), fedWM), peM.

Esto también induce un automorfismo ¢, del dlgebra de Lie X(M) de campos vectoriales
por

(W*X)p = (@*)q(Xq)v

donde
olq) = p, X eX(M).

Ellos estan relacionados por
e (e X)f) = X(¢f) paraXeX(M) vy feFM).

Aunque cualquier aplicacién ¢ de M hacia M’ lleva una forma diferencial w’ sobre
M’ en una forma diferencial ¢*(w’) sobre M, ¢ no envia un campo vectorial sobre M
hacia un campo vectorial sobre M’ en general. Decimos que un campo vectorial X
sobre M estd p—relacionado a un campo vectorial X' sobre M’ si (p.),X, = X[,

para todo p € M. Si X y Y estan p—relacionados a X' y Y’ respectivamente, entonces
[X,Y] esta p—relacionado a [ X', Y”].

Una distribucion D de dimensién r sobre una variedad M es una asignaciéon a cada
punto p € M un subespacio r—dimensional D, C T,M. Y este es llamado diferen-
ciable si cada punto p tiene una vecindad U y r campos vectoriales sobre U, digamos
Xi,...,X,, los cuales forman una base de D, para cada ¢ € U. El conjunto Xi,..., X,
es denominado como una base local para la distribuciéon D en U. Se dice que un campo
vectorial X pertenece a D si X, € D, para todo p € M. Finalmente, D es involutiva si
[X, Y] pertenece a D siempre que dos campos vectoriales X y Y pertenescan a D. Por
una distribucién siempre se entenderd que se trata de una distribucion diferenciable.

Una subvariedad conexa N de M es dicha variedad integral de la distribucién D si
f«(T,N) = D, para todo p € N, donde f es el embebimiento de N en M. Si no existe
otra variedad integral de D el cual contenga N, entonces NN es llamado de variedad
integral mazimal de D. El teorema clasico de Frobenius puede ser formulado como
sigue.

Proposiciéon 1.16 Sea D una distribucion involutiva sobre una variedad M. A través
de cada punto p € M, atraviesa una unica variedad integral N(p) de D. Cualquier
variedad integral a través de p es una subvariedad abierta de N(p).

Ahora definiremos el producto de dos variedades M y N de dimensién m y n,
respectivamente. Si M estd definida por un atlas A = {(U;, ;) } vy N esta definida por
el atlas B = {(V},1;)}, entonces la estructura diferenciable sobre el espacio topoldgico
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M x N esta definida por una atlas {(U; XV}, p; x ;) }, donde @; X9; : Uy x V; — R =
R™ x R™ estd definida de manera natural. Note que este atlas no es completo aunque lo
fueran Ay B. Para cada punto (p, ¢) de M x N, el espacio tangente T{, M x N puede ser
identificado con la suma directa T, M 4T, N en un modo natural. Esto es, para X € T, M
y Y € T,N, elijanse las curvas z(t) y y(t) tal que X es tangente a x(t) en p = x(to)
y Y es tangente a y(t) en ¢ = y(ty). Entonces (X,Y) € T,M + T,N es identificado
con el vector Z € T(, M x N el cual es tangente a la curva z(t) = (z(t),y(t)) en
(r,q) = (x(to),y(to)). Sea X € T, M x N un vector tangente a la curva (z(t),q)
de M x N en (p,q). Semejantemente, sea Y € T(,, M x N un vector tangente a la
curva (p,y(t)) de M x N en (p,q). En otras palabras, X es la imagen de X bajo la
aplicacion M — M x N el cual envia p’ € M hacia (p/,q) y Y es la imagen de Y bajo
la aplicacién N — M x N el cual envia ¢’ € N hacia (p,¢'). Entonces Z = X + Y,
porque para cualquier funcién f sobre M x N, Zf = df (z(t),y(t))/dt|;=, es, por la
regla de la cadena, igual a

R0 NS T

=t

o Falt) y(to)

=t
De modo mas general:

Proposicién 1.17 (Férmula de Leibniz). Sea ¢ una aplicacion de la variedad pro-
ducto M x N hacia otra variedad P. La diferencial @, en (p,q) € M X N puede ser
expresado como sique. Si Z € T(p oM x N corresponde a (X,Y) € T,M+T,N, entonces

90*(2) = 901*(X> + (102*<Y)7

donde @1 : M — P y @s: N — P estin definidas por
pr(p) =¢@.q) parap €My pa(d)=w(p,d) paragd €N .

Demostracién: De la definicién de )_(,}7, @1y o implican que 0 (X) = 01 (X) ¥y

P(Y) = @a.(Y). Por tanto, p.(Z) = pu(X) + @u(Y) = 01.(X) + 2.(Y).
O

Note que si P = M X N y ¢ es la transformacion identidad, entonces la precedida
proposicion se reduce a la formula Z7 = X + Y.

Sea X un campo vectorial sobre una variedad M. Una curva z(t) en M es llamada
curva integral de X si, para cualquier parametro escogido ty, el vector X, es tangente
a la curva z(t) en z(to). Para cualquier py de M, existe una tnica curva integral x(t)
de X, definida en |t| < € para algin € > 0, tal que pg = x(0). En efecto, sea u',... u"
un sistema de coordenadas locales en una vecindad U de py y por lo cual haciendo
X =3"¢(0/0vw’) en U. Entonces una curva integral de X es una solucién del siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

du?

- = ul(t),...,u" 1), j=1,...,n.
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Nuestra aseveracion sigue del teorema fundamental de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Un grupo a 1—parametro de difeomorfismos de eM es una aplicacion de R x M
hacia M, (t,p) € R x M — ¢(p) € M, que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cadat € R, ¢, : p — ¢:(p) es un difeomorfismo de M;

(2) Para cualesquiera t,s € Ry p € M, ¢i15(p) = ¢i(ps(p))-

Cada grupo a 1—parametro de difeomorfismos ¢; inducen un campo vectorial X como
sigue. Para cada punto p € M, X, es el vector tangente a la curva z(t) = ¢(p),
denominada la drbita de p, con p = ¢o(p). La érbita ¢;(p) en una curva integral de X
comenzando en p. Un grupo local a 1—pardmetro de difeomorfismos locales puede ser
definido del siguiente modo, exceptuando a que ¢;(p) estard definido sélo para ¢t en una
vecindad de 0 y p en un conjunto abierto de M. Siendo més precisos, en un intervalo
abierto I, = (—¢,€) y en U un conjunto abierto de M. Un grupo local a 1—pardmetro
de difeomorfismos locales definidos sobre I, x U es una aplicacién de I, x U sobre M
el cual satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada t € I, ¢ : p+— ¢i(p) es un difeomorfismo de U sobre un conjunto
abierto ¢ (U) de M,

(2') Sit,s,t+s €l ysip, ps(p) €U, entonces
pris = e(ps(p)) -

Al igual que en el caso de un grupo a 1—parametro de difeomorfismos, ¢; induce un
campo vectorial X definido sobre U. Ahora probaremos lo reciproco.

Proposicion 1.18 Sea X un campo vectorial sobre una variedad M. Para cada pun-
to po de M, existe una vecindad U de py, un numero positivo € y un grupo local a
1—parametro de difeomorfismos locales o, : U — M, t € I, el cual induce el campo X
dado.

Diremos que X genera un grupo local a 1—parametro de difeomorfismos locales ¢,
en una vecindad de pg. Si existe un grupo a 1—parametro (global) de difeomorfismos
de M el cual induce X, entonces decimos que X es completo. Si p(p) esté definido
sobre I, x M para algin €, entonces X es completo.

Demostraciéon:

Sea u!, ..., u™ un sistema de coordenadas locales en una vecindad W de py tal que
ul(py) = -+ = u"(po) = 0. Sea X = > & (ul,...,u")(0/0u’) en W. Considerando el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales:

ar _

= SO W), =1
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con funciones desconocidas f1(¢),..., f"(t). Por el teorema fundamental para sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe un conjunto de funciones f1(¢;u), ..., f*(t;u),
definidos para u = (u!,...,u™) con |[u?| < §; y para [t| < €1, el cual forma una solucién

de la ecuacion diferencial para cada u fijado y satisfaciendo la condicion inicial:
fOu) = u'.

Sea ¢i(u) = (f'(t;u),..., f"(t;u) para |[t| < ey wen Uy = {u | [u'| < &}. Si
|t], |s| v |t + s| son todos menores que €; y ambos u y ps(u) estdn en Uj, entonces
las funciones ¢‘(t) = f'(t + s;u) son simplemente vistos como una solucién de la
ecuaci6n diferencial con condicién inicial g*(0) = f*(s; ). Por la unicidad de la solucién,
tenemos ¢'(t) = fi(t; ps(u)). Esto prueba que ¢;(p,(u)) = p;1s(u). Puesto que g es el
difeomorfismo identidad de Uy, existe 6 > 0y € > 0 tal que, para U = {u ’ lu'| < 4},
ei(U) C Uy si |t| < e. Por tanto, ¢_(¢i(u)) = wi(@p—t(u)) = po(u) = u para cada
u € U y |t| < e. Esto prueba que ¢; es un difeomorfismo de U para |t| < e. Asi, ¢ es
un grupo local a 1—parametro de difeomorfismos locales definidos sobre I, x U. De la
construcciéon de ¢y, es obvio que ¢; induce el campo vectorial X dado sobre U.

g

Observacion 1.2 En el transcurso de la precedida prueba, mostramos también que
si dos grupos locales a 1—pardmetro de difeomorfismos locales ¢; y v, definidos sobre
I. x U inducen el mismo campo vectorial sobre U, ellos coinciden sobre U.

Proposicion 1.19 Sobre una variedad compacta M, cada campo vectorial X es com-
pleta.

Demostracién: Para cada punto p € M, sea U(p) una vecindad de p y e(p) un
nimero positivo tal que el campo vectorial X genera un grupo local a 1—parametro de
difeomorfismos locales ¢; sobre I, x U(p). Puesto que M es compacta, el cubrimiento
abierto {U(p) | p € M} tiene un subcubrimiento finito {U(p;) | ¢ = 1,...,k}. Sea
e = min{e(py),...,e(pr)}. Es claro que ¢;(p) esta definida sobre I, x M vy, por tanto,
sobre R x M.

|

En lo que sigue, no daremos explicitamente un dominio de definicién de un campo
vectorial X dado y del correspondiente grupo local a 1—parametro de difeomorfismos
locales ¢;. Cada féormula es vélida siempre que este tenga sentido, y sea sencillo de
especificar, si fuera necesario, el dominio de definicion de los campos vectoriales o
difeomorfismos envueltos.

Proposicion 1.20 Sea ¢ un difeomorfismo de M. Si un campo vectorial X genera
un grupo local a 1—pardmetro de difeomorfismos locales ¢y, entonces el campo vecto-
rial 0, X genera popiop 1.
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Demostracién: Es claro que gop;op! es un grupo local a 1—pardmetro de difeo-
morfismos locales. Para mostrar que esto induce el campo vectorial ¢, X, sea p un
punto arbitrario de M y ¢ = ¢ *(p). Puesto que ¢, induce X, el vector X, € T, M es
tangente a la curva x(t) = ¢(¢) en ¢ = 2(0). Esto implica que el vector

(SO*X)p = SO*(Xq) € TPM

es tangente a la curva y(t) = @opi(q) = oo 1(p).
O

Corolario 1.1 Un campo vectorial X es invariante por ¢, i.e., 0. X = X, si y solo si
© conmuta con py.

Ahora daremos una interpretacion geométrica del bracket [X,Y] de dos campos
vectoriales.

Proposicion 1.21 Sean X y Y campos vectoriales sobre M. Si X genera un grupo
local a 1—parametro de difeomorfismos locales p;, entonces

X.Y] = L[ — (g).Y] .

t—0 t

Siendo mds precisos,

L1
X.Y], = lin-[¥, — ((0)Y)], peM.

El limite sobre el lado derecho es tomado con respecto a la topologia natural del espacio
vectorial tangente T, M. Primero probaremos dos lemas.

Lema 1.1 Si f(t,p) es una funcidn sobre I. x M, donde I. es un intervalo abierto
(—€,€), tal que f(0,p) = 0 para todo p € M, entonces existe una funcion g(t,p) sobre
I. x M tal que f(t,p) =t-g(t,p). Mds aun, g(0,p) = f'(0,p), donde f" = 0f/0t, para
peEM.

Demostracién: Es suficiente definir

1
g(t,p) = / f'(ts,p)ds .
0
O
Lema 1.2 Sea X generando ¢;. Para cualquier funcion f sobre M, existe una funcion
g:(p) = g(t,p) tal que fopr =f+t-g: y go=Xf sobre M.

La funcién g(t, p) estd definida, para cada fijado p € M, en |t| < € para algun e.

Demostracién: Considere f(t,p) = f(vi(p)) — f(p) y aplique el lema anterior. En-
tonces fop; = f +t- g;. Tenemos

(XD = i S1feo) = 1)) = lim 3 f(6p) = limas) = a)

t—0 t—0
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Demostraciéon de la Proposicién 1.21. Dada una funcién f sobre M, considerar una
funcion g; tal que fop; = f+t-g: v go = X f (por el tiltimo lema). Seaa p(t) = ¢; *(p).
Entonces

()Y )pf = Y(fo))pry = Yoy +t- (Y

y
1 1
lim [V — (p0). Y] = M —[(Y )y = (Vo] = (Y g0l
= Xp(Yf) - Y, 90
X, Y] f

probando nuestra aseveracion.

|

Corolario 1.2 Con las mismas condiciones de la proposicion 1.21, tenemos en un
modo mds general

(0)-[X.Y] = lm ~[(00)Y — (pupe).Y]

t—0 ¢

para cualquier valor de s.

Demostracién:

Para un valor fijado de s, considere el campo vectorial (¢;).Y y aplicando la pro-
posicion 1.21. Entonces tenemos

X, (pa)Y] = Mm[(00).Y — (2o ().

t—0 t

= lim %[(%)*Y - (@s—&-t)*y] )

t—0

pues psop; = Ysyq. Por otro lado, (¢s)«X = X por el corolario 1.1. Puesto que ().
preserva el bracket, obtenemos

(305)*[X7Y] = [X7 (SOS)*Y]'

Observacion 1.3 La conclusién de este corolario puede ser escrita como

d

Z(@)Y| = = (pa)u[X YT

Corolario 1.3 Supdngase que X y Y generan los grupos locales a 1—pardmetro ¢, y
s, respectivamente. Entonces @yoths = g0y para cada s y t siy solo si [X,Y] =0.
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Demostracién:

Si proths = sop; para cada s y t, Y es invariante para cada ¢ por el corolario
1.1. Por la proposicién 1.21, [X,Y] = 0. Reciprocamente, si [X,Y] = 0, entonces
d((¢1)«Y)/dt = 0 para cada t por el corolario anterior. Ademds, (¢¢).Y es un vector
constante para cada punto p asi que Y es invariante para cada ¢;. Por el corolario 1.1,
cada 1) conmuta con cada ;. O

1.2.2. Campos tensoriales

Sea el dlgebra tensorial T'(p) = @, ,_, T3 (T,M) = @D, ,_, T¢ (p), sobre el espacio
tangente 1, M en el punto p de una variedad M. Un campo tensorial del tipo (r, s) sobre
un subconjunto N de M es una asignacion de un tensor K, € 77 (p) para cada punto p
de N. En una vecindad coordenada U con un sistema de coordenada local z!,..., 2",
haciendo X; = 9/dx%, i = 1,...,n, como una base para cada espacio tangente T, M,
pelU,yw =dx',i=1,...,n, como la base dual de TyM. Un campo tensorial K del
tipo (r, s) definido sobre U entonces es expresado por

K, = ZKZﬁl"'iin1 @ 0X;, puwlg - guwt

J1Js

donde K;i;: son funciones sobre U, denominadas las componentes de K con respec-
to al sistema de coordenada local z!,..., 2" Decimos que K es de clase C* si sus
componentes Kﬁffjé: son funciones de clase C*: de hecho, tiene que ser verificado que
esta nocion es independiente de la eleccion de un sistema de coordenadas locales. Es
simple de hacer por medio de la férmula 1.1 donde la matriz (A;) es reemplazada por
la matriz Jacobiana entre dos sistemas de coordenadas locales. De ahora en adelante
usaremos el término campo tensorial para referiremos que son de clase C'*° a menos

que establezcamos lo contrario.

Proposicién 1.22 Un campo tensorial K del tipo (0,7) (respectivamente del tipo (1,1))
sobre M puede ser considerado como una aplicacion r—lineal de X(M) x --- x X(M)
hacia (M) (resp. X(M)) tal que

K(f1K17~--7f7"XT‘) = fl"'f’r' K(Xl,...,XT> pamfleg(M) Yy XZE%<M) .

Reciprocamente, y tal aplicacion puede ser considerado como un campo tensorial del
tipo (0,7) ( resp. del tipo (1,7) ).

Demostraciéon:

Dado un campo tensorial K del tipo (0,7) (resp. tipo (1,r)), K, es una aplica-
cién r—lineal de T,M x --- x T,M hacia R (resp. T,M) y por tanto (Xi,...,X,) —
(K(Xy,..., X)) = Kp((X1)ps - -, (X1)p) €s una aplicacién r—lineal de X(M) x --- x
X(M) hacia §(M) (resp. X(M)) satisfaciendo la precedida condicién. Reciprocamente,
sea K : X(M)x---xX(M) — §(M) (resp. X(M)) una aplicacién r—lineal sobre F(M).
El punto esencial de la prueba es mostrar que el valor de la funcién (resp. el campo
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vectorial) K (X, ..., X,) en el punto p depende sélo del valor de X; en el punto p. Esto
implicard que K induce una aplicacién r—lineal de T,,M X --- x T,M hacia R (resp.
T,M) para cada p. Primero observemos que la aplicaciéon K puede ser localizado. Es
decir, tenemos

Lema 1.3 5i X; =Y, en una vecindad U de p para i =1,...,r, entonces tenemos que

K(Xi,....X,) = KW,....Y,) enU .

Demostraciéon del lema. Es suficiente mostrar que si X; = 0 en U, entonces
K(Xi,...,X,) = 0 en U. Para cualquier y € U, sea f una funcién diferenciable so-
bre M tal que f(y) =0y f =1 fuera de U. Entonces X; = fX; y K(Xy,...,X,) =
fK(Xi,...,X,), el cual es nulo en y. Esto prueba el lema.

Para completar la prueba de la proposicion, es suficiente mostrar que si X; se
anula en un punto p, asi lo hace K(Xj,...,X,). Sea z!,..., 2" un sistema de coor-
denas local entorno de p, asf que X; = Y, f/(9/dx"). Podemos tomar campos vecto-
riales Y; y funciones diferenciables g* sobre M tal que ¢° = f'y Y; = (0/92") para
i =1,...,n en alguna vecindad U de p. Entonces X; = Y, ¢'Y; en U. Por el lema,
K(Xy,...,X,) =3, K(Y;,Xs,...,X,) en U. Puesto que ¢'(p) = f'(p) = 0 para
i=1,...,n, K(X1,...,X,) es nulo en p. ]

Ejemplo 1.4 Una métrica Riemanniana (definida positiva) sobre M es un campo
tensorial covariante g de grado 2 que satisface (1) g(X, X) > 0 para todo X € X(M),
yg(X,X)=0siysolosi X =0y (2) g(V,X) =g(X,Y) para todo X,Y € X(M). En
otras palabras, g asigna un producto interior en cada espacio tangente T,M, p € M. En
términos de un sistema de coordenadas local 2!, .. ., 2™, las componentes de g son dadas
por g;; = g(0/dx",0/927). Asi, g se puede configurar para escribir ds* = Y g;;dz'da’.

Ejemplo 1.5 Una forma diferencial w de grado r no es mas que un campo tensorial
covariante de grado r el cual es antisimétrico:

W(Xr1), - Xnry) = €(mw(Xi,...,X,),

donde 7 es una permutacién arbitraria de (1,2,...,r) y €(m) es su signo. Para cual-
quier tensor covariante K en p o cualquier campo tensorial K sobre M, definimos una
alternacion A como sigue:

1
(AK)(Xy, ... X)) = > () K(Xaqy, o Xaw)

donde la suma es hecha sobre todas las permutaciones 7 de (1,2, ..., ). Es facil verificar
que AK es antisimétrico si y sélo si AK = K. Si w y ' son formas diferenciales de
grado r y s respectivamente, entonces w o w’ es un campo tensorial covariante de grado
r+sywrw =Awew).
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Ejemplo 1.6 Una simetrizacion S puede ser definido como sigue. Si K es un tensor
covariante o campo tensorial de grado r, entonces

1
(SK)(Xy,...,X,) = FZK(X,T(D,...,XW(T)).

Para cualquier K, SK es simétrico y SK = K si y sélo si K es simétrico.

Ahora procederemos a definir la nocién de diferenciacion de Lie. Sea T (M) el con-
junto de campos tensoriales del tipo (r, s) definidos sobre M y sea T'(M) = ;,_, T (M).
Entonces T'(M) es un algebra sobre el campo de los nimeros reales R, la multiplicacién
® estd definida de modo puntual, i.e., si K, L € M entonces (K ® L), = K, ® L, para
todo p € M. Si ¢ es un difeomorfismo de M, su diferencial ¢, da un isomorfismo lineal
del espacio tangente T,,-1(,)M sobre el espacio tangente T,M. Este isomorfismo lineal
puede ser extendido a un isomorfismo del dlgebra T'(¢~!(p)) sobre el dlgebra tensorial
T(x), al cual denotaremos por ¢. Dado un campo tensorial K, definimos un campo

tensorial K por

(PK)y = &(Kpr), peM.
De este modo, cada difeomorfismo ¢ de M induce un automorfismo de algebras de
T(M) el cual preserva tipo y conmuta con contracciones.

Sea X un campo vectorial sobre M y ¢; un grupo local a 1—parametro de difeo-
morfismos locales generado por X. Definiremos la derivada de Lie Lx K de un campo
tensorial K con respecto a un campo tensorial X somo sigue. En aras de la simplici-
dad, asumamos que ¢; es un grupo a 1—parametro de difeomorfismos globales de M;
no existe dificultad en modificar la definicién cuando X es no completo. Para cada t,
@¢ es un automorfismo del algebra T'(M). Para cualquier campo tensorial K sobre M,
hacemos

.1 -
(LXK)p = 11_%; [Kp - (SOtK)p] .

La aplicacién Ly lleva T'(M) en si mismo el cual envia K hacia Lx K y es llamado la
diferenciacion de Lie con respecto a X. Tenemos la siguiente

Proposicion 1.23 La diferenciacion de Lie Lx con respecto a un campo vectorial X
satisface las siguientes condiciones:

(a) Lx es una derivacion en T (M), i.e., es lineal y satisface
Lx(K®K') = (LxK)® K'+ K ® (LxK')
para todo K, K' € T(M);
(b) Lx preserva tipo: Lx(TT(M)) C Tr(M);
(¢) Lx conmuta con cada contraccion de un campo tensorial;

(d) Lxf = X[ para cada funcion f;
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(e) LxY = [X,Y] para cada campo vectorial Y.

Demostracion: Es claro que Ly es lineal. Sea ¢; un grupo local a 1—parametro de
difeomorfismos locales generados por X. Entonces

1
Ly(K®K') = lm-]K® K — (K ® K")

t—0 ¢
1 . i
= MoK @K = (§K) © (1K)
o1 ;o /

N . ~
-I—lli% Z[(@tK) ® K" — ($:K) @ (4. K7)]
= (LxK)®@ K'+ K® (LxK') .

Puesto que ¢, preserva tipo y conmuta con contracciones, asi lo hace Lx. Si f es una
funcién sobre M, entonces

Lxf)p) = Mmilf0) - fer' @) = —lm (o' @) — 7).

t—0 ¢ t—0 ¢
Si reparamos que ;' = ¢_; es un grupo local a 1—pardmetro de difeomorfismos
locales generados por —X, vemos que Lxf = —(—X)f = X f. Los deméds puntos ya
los tratamos en paragrafos anteriores. O

Por una derivacion en T (M), se entiende por aquella aplicacién de T'(M) en si
mismo la cual satisface las condiciones (a), (b) y (c) de la proposicién 1.23.

Sea S un campo tensorial del tipo (1,1). Para cada p € M, S, es un endomorfismo
lineal del espacio tangente T,M. Por la proposicién 1.8, S, puede ser extendido de
modo tnico a una derivacién del dlgebra tensorial T'(p) sobre T,M. Para cada campo
tensorial K, definese SK por (SK), = S,K,, p € M. Entonces S es una derivacién en
T (M). Asi tenemos la siguiente

Proposicién 1.24 Cada derivacion D en T (M) puede ser expresado de modo inico

como Sigue:
D = Lx+5,

donde X es un campo vectorial y S es un campo tensorial del tipo (1,1).

Demostracién: Puesto que D preserva tipo, este lleva F(M) en si mismo y satisface
D(fg) =Df-g+ f-Dg para f,g € F(M). Esto implica que existe un campo vectorial
X tal que Df = X f para cada f € §F(M). Claramente, D — Lx es una derivacién
en T'(M) el cual es cero sobre §(M). Deberemos mostrar que cualquier derivacién D
el cual es cero sobre §(M) es inducida por un campo tensorial del tipo (1,1). Para
cualquier campo vectorial Y, DY es un campo vectorial y, para cualquier funcién f,
D(fY)=Df-Y+f-DY = f-DY, pues Df = 0 por asuncién. Por la proposicién 1.22,
existe un dinico campo tensorial S del tipo (1,1) tal que DY = SY para cada campo
vectorial Y. Para mostrar que D coincide con la derivacién tensorial inducida por S,
es suficiente probar el siguiente
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Lema 1.4 Dos derivaciones Dy y Dy en T'(M) coinciden si y sdlo si coinciden sobre
§(M) y X(M).

Demostracion: Primero observemos que una derivacion D puede ser localizado, que
es, si un campo tensorial K se anula sobre un conjunto abierto U, entonces DK se
anula sobre U. En efecto, para cada p € U sea f una funcién tal que f(p) =0y f =1
fuera de U. Entonces K = f - K y por tanto DK = Df - K + f- DK. Como K y
f se anulan en p, asi lo hace DK. Esto implica que si dos campos tensorial K y K’
coinciden sobre un conjunto abierto, entonces DK y DK’ coinciden sobre U.

Sea D = Dy + D,. Nuestro problema es ahora probar que si una derivacién D es
cero sobre F(M) y X (M), entonces este es cero sobre T'(M). Sea K un campo tensorial
del tipo (r,s) y p un punto arbitrario de M. Para mostrar que DK se anula en p, sea
V una vecindad coordenada para p con un sistema de coordenadas local x!,... 2" y
sea

J1Js

K e E K“ZT X@'1®"'®Xir®wjl®"‘®sz ,

donde X; = 9/0z' y w’ = dz’?. Podemos extender K;ifffj»;, X; y w’ a M y asumamos
que la igualdad se toma en una pequena vecindad U de p. Puesto que D puede ser
localizado, es suficiente mostrar que

D(KjiffszXil - 0X;, ewle - ew?) = 0.
Mas esto sucederd una vez que mostremos que Dw = 0 para cada 1—forma w sobre M.

Sea Y cualquier campo vectorial y C : T} (M) — F(M) la contraccién obvia que hace
C(Y ew) = w(Y) una funcién. Entonces tenemos

0 = D(C(Y aw)) = C(D(Y ew))
= C(DYeow)+(C(YeoDw) = CYeoDw) = (Dw)(Y).

Puesto que esto se toma para cada campo vectorial Y, tenemos que Dw = 0.

|

El conjunto de todas las derivaciones de T'(M) forma un &dlgebra de Lie sobre R (de
dimensién infinita) con respecto a la adicién natural y multiplicacién y la operacién
bracket definida por [D, D'|K = D(D'K) — D'(DK). También tenemos como conse-
cuencia que el conjunto de todos los campos tensoriales S del tipo (1,1) foman un
subélgebra del dlgebra de Lie de derivaciones de T'(M). En la prueba de la proposicién
1.24, mostramos que una derivacién de T'(M) es inducida por un campo tensorial del
tipo (1,1) si y sélo si es cero sobre F(M). Esto implica inmediatamente que si D es
una derivacién de T'(M) y S un campo tensorial del tipo (1, 1), entonces [D, S] es cero
sobre F(M) y, por tanto, es inducida por un campo tensorial del tipo (1,1). En otras
palabras, el conjunto de campos tensoriales del tipo (1,1) es un ideal del dlgebra de
Lie de derivaciones de T(M). Asi como el conjunto de deferenciaciones de Lie Ly,
X € X(M), forman un subdlgebra del dlgebra de derivaciones de T (M). Esto sigue de
la siguiente
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Proposicién 1.25 Para cualesquier campos vectoriales X y 'Y, se tiene
Lixy) = [Lx,Ly] .

Demostracién: En virtud del lema anterior, es suficiente mostrar que [Ly, Ly| tiene
el mismo efecto como Ly y) sobre §(M) y X(M). Para f € F(M), tenemos que

Lx,Lylf = XY[f-YXf=[XY|f = Lxyf.
Para Z € X(M), se tiene que

[Lx, Ly]Zz = [X, [V, Z]] - [V, X, 2] = [[X,Y],Z]
por la identidad de Jacobi.

|

Proposicién 1.26 Sea K un campo tensorial del tipo (1,r) el cual interpretamos como
en la proposicion 1.22. Para cualquier campo vectorial X, entonces tenemos que

(L), Ye) = XKV Yol = YK (. XYY

Demostracién: Tenemos
KY,....Y,) = C---C.(Y1e oY, 0K),

donde C1, ..., C, son obvias contracciones. Usando las condiciones (a) y (c) de la pro-
posicién 1.23, tenemos que, para cualquier derivaciéon D de T'(M),

DKM,....Y,)) = (DK)(Yi,....Y))
+ Y KY,...,DY;,....Y,) .

Si D = Ly, entonces (e) de la proposicién 1.23 implican la conclusién de la prueba.
O

Proposicién 1.27 Sea ¢; un grupo local a 1—pardmetro de difeomorfismos locales
generados por un campo vectorial X. Para cualquier campo tensorial K, tenemos

d
Ds(LxK) = — | —=(p K
o.Lxk) = (G@H)
Demostracion: Por definicion,
1 L
Lx = lim-[K — $K] .

t—0 ¢t
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Reemplazando K por ¢, obtenemos

) 1 o (d
Le(@.K) = 1l 36,8 — pak] = — ((680))

t=s

Nuestro problema es ademés probar que ¢s(Lx K) = Lx(p.K),i.e., Lx K = ¢; o Lx o@s(K)
para todo campo tensorial K. Es una verificacién directa y ver que ¢; o Lxo@s(K) es

una derivacion de T'(M). Como en las pruebas anteriores, es suficiente probar que Lx

y @3 o Lxops(K) coinciden sobre F(M) y X(M). Primero reparemos que, por lo ya
visto, estos coinciden sobre X(M). El hecho de que coincidan sobre §(M) sigue de las
siguientes formulas:

¢ (e X)f) = X(¥'f),
o = ¢F,
los cuales se toman para cada difeomorfismo ¢ de M y de (¢5).X = X.
g

Corolario 1.4 Un campo tensorial K es invariante por ¢; para cada t si y sélo st
LxK =0.

Sea 2" (M) el espacio de formas diferenciales de grado r definidos sobre M, i.e., cam-
pos tensoriales covariantes antisimétricos de grado r. Con respecto al producto exterior,
QM) =P, _, (M) forma un dlgebra sobre R. Una derivacion (resp. antiderivacion)
de Q(M) es una aplicacién lineal D de (M) en si mismo el cual satisface

D(wrw') = Dwrw'+waDw’  paraw,w’ € Q(M)
(resp. = Dwrw’ + (=1)"wr Do’  paraw € Q" (M),w’ € Q(M)) .

Una derivacién o una antiderivacién D de Q(M) se dice que es de grado k si este lleva
Q7 (M) hacia Q"F*(M) para cada r. La diferenciacién exterior d es una antiderivacién
de gado 1. Como un resultado general sobre derivaciones y antiderivaciones de Q(M),
tenemos a la

Proposicién 1.28.

(a) Si D y D' son derivaciones de grado k y k' respectivamente, entonces [D, D'] es
una derivacion de grado k + K';

(b) Si D es una derivacion de grado k y D' una antiderivacion de grado k', entonces
[D, D' es una antiderivacion de grado k + k';

(c) Si D y D' son antiderivaciones de grado k y k' respectivamente, entonces
DD'"+ D'D es una derivacion de grado k + k';

(d) Una derivacion o una antiderivacion estd completamente determinada por sus

efectos sobre Q°(M) = F(M) y Q' (M) = X(M).
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Proposicién 1.29 Para cada campo vectorial X, Lx es una deriwacion de grado 0
de Q(M) el cual conmuta con la diferenciacion exterior d. Reciprocamente, cada de-
rivacion de grado 0 de Q(M) el cual conmuta con d es igual a Lx para algin campo
vectorial X .

Demostracion: Observe primero que Lx conmuta con la alternacién A definido atras.
Esto sigue inmediatamente de la siguiente féormula:

(Lxw)(Y,....Y;) = X(w(Vi,....,Y,)) = > w(Vi,..., [X,Yi],....Y;),

i

cuya prueba ya vimos. Por tanto, Lx (Q2(M)) C Q(M) y, para cualesquier w,w’ € Q(M),
tenemos

Lx(waw') = Lx(Alwew))
= A(Lx(wsw'))
= A(Lxwew')+ Alwe Lxw')
Lxwnrw +wnLxw' .

Para probar que Ly conmuta con d, primero observemos que, para cualquier difeo-
morfismo ¢ de M, pw = (p~1)*w y, por tanto, ¢ conmuta con d. Sea ¢; un grupo
local a 1—parametro de difeomorfismos locales generados por X. De ¢;(dw) = d(¢w)
y la definicién de Lxw estos implican que Lx(dw) = d(Lxw) para cada w € Q(M).
Reciprocamente, sea D una derivaciéon de grado 0 de Q(M) el cual conmuta con d.
Puesto que D lleva §(M) en si mismo, D es una derivacién de §(M) y hay un campo
vectorial X tal que Df = X f para cada f € F(M). Sea D' = D — Lx. Entonces D’
es una derivacién de Q(M) tal que D'f = 0 para cada f € F(M). Para probar que
D’ = 0 es suficiente probar que D'w = 0 para cada 1—forma w. D’ puede ser localizado
y es suficiente mostrar que D'w = 0 cuando w es de la forma fdg donde f,g € §(M)
(porque w es localmente de la forma > fidz® con respecto a un sistema de coordenadas
local 2!, ..., 2"). Sea w = fdg. De D'f =0y D'(dg) = d(D'g) = 0, obtenemos

D'(w) = (D'f)dg+f-D(dg) = 0.
O

Para cada campo vectorial X, definimos una antiderivacién 2y, llamado el producto
interior con respecto a X, de grado —1 de Q(M) tal que

(a) 1xf = 0 para cada f € F(M);
(b) 1xw = w(X) para cada w € Q(M).

Esta antiderivacion es unica si este existe. Para probar su existencia, consideremos,
para cada r, la contracciéon C : TH(M) — TP (M) asociado con el par (1,1).
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Considerar cada r—forma w como un elemento de T°(M) y definese 1xw = C(X s w).
En otras palabra,

(ixw)(Y1,...,Y, 1) = r-w(X,Yq,...,Y, 1) paraY; € X(M) .

Asf definida, 1y, es una antiderivacién de Q(M); 1x(waw') = 1xwrw’ + (—1) wrrxw’,
donde w € Q" (M) y w' € Q°(M), siguen simplemente de la siguiente férmula:

1 .
(WAWI)(Yi7}67~"7K’+S) = mze(];k)w(}/ju"'7}/j7-)w/(Yk1a"'7Yks)a

donde la suma es tomada sobre todas las posibles particiones de (1,...,r + s) hacia
(J1y---+7r) ¥ (k1,... k) v €(J; k) representa el signo de la permutacion (1...,7+s) —

(s osdrkay o k).
Puesto que

(7’_2)((*))(}/17"'7}/;72) - T’(T_l)‘CU(X,X,}/l?.._,K.fQ) = O,

tenemos que
2
x = 0.

La siguiente proposicion relaciona d, Lx e 1x.



1.2 VARIEDADES SUAVES 31

Proposicién 1.30.

(a) Lx = dotx + 1xod para cada campo vectorial X .

(b) [Lx,vy] = 1yx,y] para cada campo vectorial X yY .

Demostracién: Por (c) de la proposicién 1.28, dozx + 1x od es una derivacién de
grado 0. Este conmuta con d porque d?> = 0. Por la proposicién 1.29, este es igual a
la diferenciacion de Lie con respecto a algiin campo vectorial. Para probar que esto en
realidad es igual a Ly, tenemos solamente que mostrar que Lxf = (dotx + 1x0d)f
para cada funcién f. Pero esta conclusion es cierta pues Lx f = X fy (dotx+ixod)f =
1x(df) = df (X) = X f. Para probar la segunda aseveracién (b), observese primero que
[Lx,1y] es una derivacién antisimétrica de grado —1 y que ambos [Lx,y] e 11x,y] son
cero sobre F(M). Por (d) de la proposicién 1.28, es suficiente mostrar que ellos tienen
el mismo efecto sobre cada 1—forma w. Como notamos en la prueba de la proposicion
1.29, tenemos
(Lxw)(Y) = X(w(Y)) —w([X,Y])

el cual puede ser probado del mismo modo como en la proposiciéon 1.26. Por tanto,

[Lx,Zy]w = Lx(w(Y))—Zy(LXw)
= X(w(Y)) = (Lxw)(Y)

= w(X,Y])
Z[X7y]w.
O
Proposicién 1.31 Si w es una r—forma, entonces
- , .
dw)(Xo, X1,..., X)) = —1)'X;(w(Xo, ..., X4, ..., X,
(@)X X 0) = g ) Xl Xy )
1 o N N
i+
+ o Z (D)™ w([Xi, X;], Xoy o Xy oo Xy oo, X))
0<i<y<r

donde el simbolo X significa que el término X es omitido. (Los casos r =1 y 2 son
particularmente 1tiles). Si w es una 1—forma, entonces

(dw)(X,Y) = %{ X(w(Y)) =Y (X)) —w(X,Y]) }, XY € X(M).
St w es una 2—forma, entonces

(dw)(X,Y,Z) = %{ X(w(X, 2)) + Y (w(Z, X)) + Z(w(X,Y))

- w([X,Y],Z) - OJ([Y,Z],X) - (JJ([Z,X],Y) }7
XY, Z € X(M) .
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Demostraciéon: La prueba es por induccion sobre r. Si r = 0, entonces w es una
funcién y dw(Xy) = Xow, lo que muestra que la formula de atras es verdadera cuando

= 0. Asimase que la férmula es vélida para » — 1. Sea w una r—forma y, por
simplicidad de notacién, sea X = X,. Por (a) de la proposicién 1.30,

(r+1)dw(X, Xq,...,X,) = (1xodw)(Xy,...,X,)
= (Lxyw)(Xy,...,X,) = (doxw)(X1,..., X,) .

Como visto en la prueba de la proposicion 1.29,

(Lxw)(X1,...,X,) = X(w(Xy,...,X}))

r

- > WXL [X X LX)

=1

Puesto que 1xw es una (r — 1)—forma, tenemos, por hipétesis de induccion,

(dorxw)(Xy,...,X,) = _Z DX xw (X, ., X, X))
1 N
+ = Y (D xw) (X, X X, XL XL X
1<z‘<j<r

r —
1<i<g<sr

Nuestra proposicién sigue inmediatamente de estas tres formulas.

Observacion 1.4 Las formulas de esta proposicién también son validas para r—formas
a valores vectoriales.

Proposicién 1.32 Sean A y B campos tensoriales del tipo (1,1). Sea

S(X,Y) = [AX,BY]|+[BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y]
—A[X,BY] - A[BX,Y] — B[X,AY] — B[AX,Y] ,
X, Y e X(M) .

Entonces la aplicacion S : X(M) x X(M) — X(M) es un campo tensorial del tipo (1,2)
yS(X,Y)=-5(Y,X).

S es denominada la torsion de Ay B.
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1.3. Grupos de Lie

Esta seccién esté basada en (Bleecker, D.; 1981) y (Greub, W.H. y Halperin, S.;
1972).

1.3.1. Grupos de Lie y algebras de Lie

Definicién 1.1 Un grupo de Lie es un conjunto G el cual es un grupo y una variedad
suave a la vez; y para el cual las siguientes aplicaciones son suaves:
(i) La aplicacién multiplicacién dada por

w: GxG — G
(z,y) = ay.

(ii) La aplicacién inversa dada por
v: G - (G
A
El elemento unidad del grupo de Lie es denotado por e.

Un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H es un homomorfismo suave de
grupos. Un isomorfismo de grupos de Lie es una aplicacion que es un homomor-
fismo y un difeomorfismo a la vez.

Sea GG un grupo de Lie. Cada a € GG determina aplicaciones suaves A\, p, : G — G,
dados por
MN(z) = ax y  pux) = 2a.

Ellos son llamados de translaciones a izquierda y derecha por a. Los axiomas de grupo
producen las siguientes relaciones

)\aOAb - )\ab ’ Pa°Pb = Pba
)‘e:pe:id y )‘aopb:pb")\a-

En particular, A, y p, son difeomorfismos, con inversas A,-1 y pp-1.

Consideraremos las siguientes notaciones para las dericadas de A, p, por
L= M) =TAe : TG —-TG v Ry=(pp)s=Tpp: TG —TG .
Estas relaciones producen las siguientes

LaoLb = l—ab7 RaoRb = Rbay
Re = Le = idTG y LaoRb = RboLa .

Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces

Poda = Ap@o®@ Y Popy = Pem)op -
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Por tanto
Pxo0 I—a = L@(a) o Px y Pxo Rb = Rga(b) oPx .

En particular, cada (¢.), = Tpp : ToG = Ty H (x € G) es inyectiva (respectivamen-
te, sobreyectiva) siy sélo si T, = (¢4 )e lo es.

Ahora considerando las aplicaciones multiplicacién e inversa. Sus derivadas son
aplicaciones de fibrado

e = Tp : TGXTG —TG v v, =1Tv : TG—TG.

Lema 1.5 Sea £ € T,G, n € T,G. Entonces

(1) M*(fﬂ?) - Rbf + I—an
Y

(2) v(§) = —(LTTeR,)(S)

Demostracion:

(1) Sea j, : G — {a} x Gy jp : G — G x {b} denotan las inclusiones opuestas a y b
respectivamente. Entonces

1 (€,m) (11x0 (7)) (§) + (po (Ja)+) (M)
(1r0b) (&) + (proga)(n)
= (p)«(&) + (Aa)«(n)

Ry(€) + La(n) -

(2) Puesto que z — p(z,v(x)) es la aplicacién constante G — e, tenemos

T, Tv(€) = 0.
Ahora (2) sigue de (1).

|

Las translaciones a izquierda y a derecha de un grupo de Lie G inducen automor-
fismos (M)« ¥ (pa)« del dlgebra de Lie real, X(M), de campos vectoriales sobre G.
Un campo vectorial X sobre G es llamado invariante a izquierda si L,(X,) = X,
a,r € G;ie., ()X =X,a€Qq.

Puesto que cada (), ). preserva el bracket de Lie, los campos vectoriales invariantes
a izquierda forman un subdlgebra, X (G), de X(M).

o)

Proposicién 1.33 Un isomorfismo fuerte de fibrados o : G X T,G — T'G es dado por
(a,h) — Ly(h) .
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Demostracion: « restricto a las fibras es un isomorfismo. Més aun, es dado por
ala,h) = Tu(0g, h)

(por el lema 1.5) éste es suave.

Corolario 1.5 Un isomorfismo X.(G) = T.G es dado por
X = X..
En particular dim X (G) = dim G.
Corolario 1.6 Un isomorfismo de §(G)—mddulos
X(6) © §(G) = X(G)
es dado por X f— f-X .

Definicién 1.2 Sea h € T.G. El unico campo vectorial invariante a izquierda X tal
que X, = h es denotado por Xy, y es llamado el campo vectorial invariante a
izquierda generado por h.

Similarmente, un campo vectorial Y es denominado invariante a derecha si
()Y =Y, b e G. El élgebra de Lie de campos vectoriales invariantes a derecha

es denotado por Xg(G) = T.G. La misma prueba como dada en la proposicién 1.5

muestra que
Y — Y,

define un isomorfismo Xg(G) S T.G. El campo vectorial invariante a derecha que
corresponde a h € T.G bajo este isomorfismo es llamado el campo vectorial invariante
a derecha generado por h,y es denotado por Y.

Proposicién 1.34 Si X € X (G) y Y € Xr(G), entonces

[(X,Y] = 0.
Demostracién: Definase iY € X(G x G) y irY € X(G x G) por iy Y(x,y) =
(Y(2),0) y ipX(z,y) = (0, X(y)). Entonces

’LRXNX y iLXNY,
K H

Por lo que
0 = [igX,i Y] ~[X,Y].
o

Puesto que p es sobreyectiva, concluimos que [ X, Y] = 0. O



36 PRELIMINARES

Finalmente, considerando la aplicacién inversa v : x — 2! de G. Como v? = id,
v es un difeomorfismo. Claramente,

Vodg = pa-tov, Tvol, = Ry-1Tv, vy  vio(Aa)e = (pa-1)sols .
En particular, v, se restringe a un isomorfismo
XL(G) = XR(G)
de algebras de Lie. En vista del lema 1.5 (2), tenemos
v.Xp, = =Y,, heTlqG,
y por tanto, para h,k € T,G,
[Xn, Xil(e) = —[Va, Yi](e) .

El algebra de Lie de un grupo de Lie.

El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G es el espacio vectorial T.G, junto con la
estructura de algebra de Lie inducida de X (G) mediante el corolario de la proposi-
cién 1.33. Asi, para h, k € T,G,

[h, k] = [Xh, Xkl(e) -

Ahora consideremos un homomorfismo de grupos de Lie, ¢ : G — H. Como p(e) = e
(e denota la unidad en ambos grupos), la derivada T'¢ se restringe a una aplicacién
lineal
T.o:T.G—T.H .

Esta aplicacion sera denotada por ¢'.
Proposicion 1.35 ¢’ es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion: Esto sigue del hecho de que

Xy~ Xy, heT.G.
©

Por tanto [X},, Xi] ~ [ Xy, Xok). Evaluando esta relacién en e obtenemos

~Y
@

'lh k] = [¢'h, k] .

SiY: H— K es un segundo homomorfismo de grupos de Lie, entonces

(o) = Yoy’
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Ejemplo 1.7.

(1)

(2)

El grupo vectorial: Si V' es un espacio vectorial real o complejo finito dimen-
sional, la adicion vectorial hace de V' un grupo de Lie.

El grupo GL(V): Considérese al grupo GL(V) de automorfismos lineales de
un espacio vectorial V' n—dimensional (real o complejo). Este es un subconjunto
abierto del espacio vectorial L(V'), y por tanto una variedad; mds aun, la multi-
plicacién e inversa son suaves y asi GL(V') es un grupo de Lie.

Puesto que GL(V') es un subconjunto abierto de L(V'), su fibrado tangente es la
restriccién del fibrado tangente de L(V),

T GL(V) = GL(V) x L(V) .

En particular, el espacio vectorial subyacente del correspondiente dlgebra de Lie
es L(V).
Continuando, observemos que las translaciones a izquierda A, con 7 € GL(V),
son dadas por

M(o) = Too, T,0€GL(V).

Esto implica que
L.(o,a) = (To0, 7o), oc€GL(V), a€ L(V).

Por tanto el campo vectorial invariante a izquierda generado por o € L(V) es
dado por
Xo(T) = (1,700), TEGL(V).

Para determinar los brackets de Lie, sea f una funcional lineal en L(V') y deno-
tando también su restricciéon a GL(V') por f. entonces

(Xaf)(7) = f(Toa),
y por lo que
([Xa, Xl f)(7) = f(re(aep —poa)).
Como 7 € GL(V) y f € L(V)* fueron arbitrarios, obtenemos
[Xa, Xp] = Xaop-poa -

En particular, la estructura de Lie de L(V') inducida de la estructura del grupo
de Lie de GL(V') es dada por

[Oé,ﬁ] = aoﬁ — ﬁoOé.

El grupo de los inversibles de una algebra asociativa: Sea A una éalgebra
asociativa finito dimensional sobre R, con elemento unidad. Para a € A, defina
wu(a) : A — A como la multiplicacién a izquierda por a. Entonces a tiene una
inversa en A siy sélo si p(a) es un isomorfismo lineal; i.e., si y sélo si

det u(a) #0 .
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Los elementos inversibles de A forman un grupo G(A) bajo la composicién; la
condicién atrds muestra que G(A) es abierto en A. Por tanto G(A) es un grupo
de Lie. El mismo argumento como dado para GL(V) en L(V) muestra que el
algebra de Lie de G(A) es A, con bracket de Lie dado por

[Ck,ﬁ] = Oéﬂ-ﬂ@, Oé,ﬂEA.

Productos directos: Sea G, H grupos de Lie. La variedad producto G x H puede
ser grupo de Lie haciendo

(Z’,y)'(iﬁ/,y/) = (.I".T/,y'y/), x,x’EGy,y’GH.

Este grupo de Lie es llamado el producto directo de Gy H.

Las proyecciones 7 : G x H — G y g : G x H — H, y las inclusiones
G,H — G x H, opuesto de e, son todos homomorfismos de grupos de Lie. Los
homomorfismos de édlgebras de Lie 7y, ¢ son dados por

mo(h,k) = h y  wgxhk) = k.
Esto implica que el bracket de Lie en T,(G x H) es dado por
[(h, k), (W K] = ([h,b'],[k,K]), h,h €TG, kK € T.H .

Fibrado tangente: Si GG es un grupo de Lie, entonces la aplicacién
Tp: TG xTG — TG

hace de TG un grupo de Lie, con aplicacién inversa Twv. (La ley asociativa es
obtenida diferenciando la relacién po(pu X id ) = po(id X u).) La seccién cero
0: G — TG es un homomorfismo de grupos de Lie.

La (—componente: Sea G un grupo de Lie, y sea G° denotando la componente
conexa de la variedad G el cual contiene e; este es una subvariedad abierta. Puesto
que /i, v son continuas y G° x G°, G siendo conexas estos implican que

WG xGHYcG vy vG)cCcG.

De modo similar, aG%«™' C G°, a € G. Asi G° es un subgrupo normal de G.
Este es claramente un grupo de Lie y es llamado la /—componente de G. El grupo
cociente G/G° es denominado grupo componente de G.

Los numeros reales no nulos R* = R — {0} y los niimeros complejos no nulos
C* = C — {0} son cada uno grupos de Lie bajo la multiplicacién. Si V' (respec-
tivamente, W) es un espacio vectorial real (respectivamente, complejo), entonces
las aplicaciones

det : GL(V) — R* y det : GL(W) — C*

i.e., det' = tr.
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1.3.2. La aplicaciéon exponencial
Subgrupos a 1—parametro

Un subgrupo a 1—pardmetro de un grupo de Lie G' es un homomorfismo, «, del
grupo aditivo de niimeros reales hacia G,

a: R — G.

En otras palabras, un subgrupo a 1—parametro es una aplicaciéon suave o : R — G tal
que
a(s+1t) = a(s)a(t), s telR.
En particular, a(0) = e y a(—t) = a(t)"".
Supongamos que « : R — G sea un grupo a 1—parametro. Entonces o determina
un camino & : R — TG

) d
at) = TtOz-E € TG .

En particular, &(0) € T.G.

Proposicién 1.36 Sea o : R — G wuna aplicacion suave tal que a(0) = e y sea
&(0) = h. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) « es un subgrupo a 1—pardmetro.
(2) « es una orbita de Xj,.

(3) « es una orbita de Yy,.

Demostracion:
(1)=-(2): Denote el campo vectorial ¢ — d/dt sobre R por T’; este es un campo vectorial
invariante a izquierda y derecha por 7'(0). Por tanto si v es un subgrupo a 1—pardametro,

TNXh,

i.e., a es una orbita de Xj.
(2)=-(1): Asumiendo que « es una 6rbita de X}, y fijando s € R. Entonces

t— als+t) y t— a(s)a(t)

son ambas érbitas de X, (usando la invariancia a izquierda de Xj3), y coinciden en
t = 0. Por tanto
a(s+1) = als)at) .

(3)<(1): Misma prueba como en (2)<(1). O
Proposicion 1.37 A cada vector h € T,G corresponde un unico subgrupo a 1—pardme-

tro, «, tal que

&(0) = h.
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Demostracién: La unicidad es inmediata de la proposicién 1.36. Ahora probemos la
existencia. De acuerdo al teorema de existencia y unicidad de solucion de una EDO,
tenemos que para algin € > 0 existe una orbita

ap: (—e€) — G,
para X}, satisfaciendo a(0) = e.
Ahora fijemos tg € (0,¢). Definase la aplicacion suave
a,: (pto—e€,pto+¢€) = G, pEZ,

por
a,(t) = aop(to)” ao(t —pto) -

Como X}, es invariante a izquierda, estas aplicaciones son todas orbitas para Xj,. Mas
aun,

ap_1(pto) = ao(te)? = op(pto)
Por tanto ay,—1 y «, coinciden en la intersecciéon de su dominio.

Esto conduce a una aplicaciéon suave o : R — G dada por
alt) = ap(t), te(pto—eptote);

a es una orbita para X}, satisfaciendo «(0) = e; asi por la proposicién 1.36 este es un
subgrupo a 1—parametro. O

El subgrupo a 1—pardmetro, a, que satisface &(0) = h es llamado el subgrupo
a 1—parametro generado por h, y es denotado por «;. En particular, el subgrupo a
1—parametro generado por 0 es la aplicaciéon constante t — e.

Ejemplo 1.8 Sea C* el grupo multiplicativo de numeros complejos no nulos:
C*={ze€C|z4#0 } Entonces su correspondiente algebra de Lie es C, conside-
rado como un espacio vectorial real.

El subgrupo a 1—parametro generado por un vector h € C es dado por

an(t) = exp(th) .

La aplicaciéon exponencial
Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g (= 7.G). Define una aplicacion
P:Rxg—>G

por
¢(t’h> = ah(t)7 teRuheg‘
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Lema 1.6 ¢ es una aplicacion suave. FEste satisface

Y(st,h) = Y(t,sh), s,teR, heg.

Demostracion: La ecuaciéon se toma porque ambos lados definen al subgrupo a
1—parametro generado por sh.

Para mostrar que ¢ es suave, definase un campo vectorial Z sobre la variedad g x G
por
Z(h.a) = (0, Xa(a)) .

En vista de existencia y solucion de una EDO definida por un campo vectorial, existen
vecindades I de 0 € R, V de Oen gy U de e en G, y existencia de una aplicacién suave

p: Ix(VxU)—=gxG
tal que
o(t,hya) = Z(e(t,h,a)), tel, heV,ael,
©(0,h,a) = (h,a) .
Ahora escribamos

o) = (oolt ) 0alt,h), tel, heV.

Entonces ¢q4(t,h) =0, pq4(0,h) = h, y asi
og(t,h) = h, tel, heV.

Esto implica que

palt,h) = Xoyum(ea(t,h)) = Xalea(t h)) .

Por tanto ¢g(t,h) = ap(t) = 1(t,h) y asi ¢ es suave en [ x V.

Ahora la ecuacion funcional
Yt +7,h) = P, h)Y(r,h), t,TER, heg

implica que v es suave en R x V. Finalmente, aplicando la ecuacién v (st, h) = 1 (t, sh),
vemos que 1 es suave en R X g.

a

Definicién 1.3 La aplicacién exponencial para G es la aplicacion suave exp : g —
G dada por

exph = ¥(1,h) = ap(l) .
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Esto implica que el subgrupo a 1—parametro generado por h € g puede ser escrito
como
ap(t) = exp(th), teR.

En particular exp(ph) = (exph)?, p € Z, h € g.
Proposicion 1.38 La aplicacion exponencial satisface

exp0 = e y Toexp = (dexp)y = id.
Demostracién: Fijando h € g. Entonces

, d
h = a,(0) = E(expth) o Toexp(h) .

a

Corolario 1.7 Existen vecindades V de 0 en g y U de e en G en donde la aplicacion
exponencial se restringe como un difeomorfismo

exp:Vi)U.

Corolario 1.8 Sea g =g, ® --- D g, una descomposicion de E como suma directa de
subespacios. Definase p : g — G por

ohie - ah,) = exphy- ... -exph,., h;€g;.

Entonces Ty = id, y por lo que ¢ lleva una vecindad de 0 difeomoérficamente sobre
una vecindad de e.

Demostracion: Claramente Typ se restringe a la identidad en cada g;; por tanto este
se restringe a la identidad en g. |

Corolario 1.9 Si G es conezxo, entonces exp(g) genera G.

Demostracién: exp(g) contiene una vecindad de e. Asi el corolario sigue del siguiente
Lema. O

Lema 1.7 Si G es conexa, y U C G es una vecindad de e, entonces U genera G.

Demostracién: U genera un subgrupo abierto H de G. Asi cada clase Ha (a € G)
es abierto y

G = HUUHa
a#tH

particiona G en dos conjuntos abiertos disjuntos. Puesto que G es conexo, G = H.
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Ejemplo 1.9.

(1) Considérese el caso G = GL(V'), g = L(V). Entonces exp es la exponencial de
matrices conocida.

(2) Sea H un segundo grupo de Lie con su respectivo élgebra de Lie h. Entonces la
aplicacion exponencial para G x H es dada por

exp(h, k) = (expg(h),expy(k)), he€g kebh

Homomorfismos.

Proposicién 1.39 Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces el
homomorfismo inducido, ¢, de dlgebras de Lie satisface

Yoexpy = expyoy .
Demostracion: Fijando h € g. Entonces
a:ts plexpg(th)) vy Bt expy(ty'(h))
son subgrupos a 1—parametro de H. Mas aun,
a(0) = ¢'(h) = B(0),
y por tanto o« = 3. En particular

p(expg(h)) = expy(¢'(h), heag.

|

Corolario 1.10 Asumase v : G — H como un sequndo homomorfismo de grupos de
Lie y que ¢ ='. Si G es conexo, entonces p =1

Demostracién: La proposiciéon 1.39 implica que ¢ y ¢ coinciden en expg(g). Este
genera G. Puesto que ¢ y 9 son homomorfismos de grupos, esto implica que ¢ = .

O

Corolario 1.11 El homomorfismo ¢ es inyectivo si y solo si
Tye: TG —TH

es inyectivo. En este caso ¢ es un embebimiento de G sobre H.
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Demostraciéon: Si T'p es inyectivo, entonces ciertamente ¢ es inyectivo. Reciproca-
mente, asumiendo ¢ inyectivo. Sea V una vecindad de 0 en g tal que la restriccion
de exps a V es inyectivo. Entonces puesto que expy o’ = po expg, la restriccion de
expy o’ a V es inyectiva. En particular, la restriccion de ¢’ a V' es inyectivo.

Como ¢’ es lineal y V' es un subconjunto abierto de g, esto implica que ¢’ es
inyectivo. Puesto que

TaSD = L<p(a)°§0/°La*1 , a e G R
cada T, es inyectivo. Por tanto asi lo es T'p. O

Corolario 1.12 Si ¢ es biyectivo, entonces es un difeomorfismo y por tanto un iso-
morfismo entre grupos de Lie.

Demostracién: Puesto que ¢ es inyectivo, entonces también lo es T : TG — TH.
Como ¢ es biyectivo, implica que ¢ es un difeomorfismo. O

1.3.3. Representaciones.

En esta seccion prefijaremos un grupo de Lie G con su correspondiente dlgebra de
Lie g.

La derivada de una representacién.

Una representacion de G en un espacio vectorial W finito dimensional (real o com-
plejo) es un homomorfismo de grupos de Lie

R:G— GL(W).

Puesto que el dlgebra de Lie de GL(W) es el espacio L(W) de aplicaciones lineales
de W, la derivada del homomorfismo R es un homomorfismo de algebras de Lie,

R :g— L(W)

R’ es llamado la derivada de la representacion R.

Un homomorfismo de algebras de Lie 6 : g — L(W) es llamada la representacion
de g en W. Asi R’ es una representacion de g en W,

Una representacion, R, de G (respectivamente, 6§ de g) es denominada fiel si
ker R = e (respectivamente, si ker § = 0).

Si R es una representacién de G en W, entonces el subespacio invariante de R es el
subespacio Wg_; (o simplemente W;) dado por

Wy ={weW]|Ryw=w, geG}.
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De modo similar, si 8 es una representacion de g en W, entonces el subespacio invariante
para 0 es el subespacio Wy—y (o Wy) dado por

Wo = {weW]l|lhw=0, hecg}.

Un subespacio V' C W es llamado estable para R (respectivamente, estable para 0)
si cada uno de los operadores R(g), g € G (respectivamente 6(h), h € g) lleva V en si
mismo.

Ahora fijando h € g. Entonces R(expth), y R'(h) son aplicaciones lineales de W.
En particular, consideremos el grupo a 1—parametro

Ry, : t — R(expth)

como un camino en el espacio vectorial L(V'). Por lo tanto la diferenciaciéon produce
un camino Ry, en L(W).

Por otro lado recordemos que T' GL(W) = GL(W) x L(W). Més aun,
XR’(h)(T) = (T,ToR’(h))a T E€ GL(W), h e g.
Aplicando esta féormula con 7 = Ry, () se consigue el siguiente

Lema 1.8 .
Ry(t) = Ru(t)oR'(h).

Proposiciéon 1.40.

(1) El subespacio invariante W y Wy para R y R’ estdn relacionados por
W; C WO .
St G es conexo, entonces W = Wj.

(2) Si V.C W es estable para R, entonces este es estable para R'. Si 'V es estable
para R’ y G es conexo, entonces V es estable para R.

Demostracién:

(1) Supéngase h € gy w € W;. Entonces Ry (t)w = w, y asi

Rutw = %(Rh(t)w) ~ 0.

Ahora el lema 1.8 produce R'(h)w = 0. Por lo que W; C W,
Reciprocamente, sea h € g y asuma que w € Wj. Entonces el lema 1.8 implica
que Pp,(t)w = w, t € R. Esto implica que

P(exph)w = w, heg.

Ahora considerando que G sea conexo, obtenemos que R(g)w = w, para cada
g €.
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(2) La prueba sigue el mismo camino que el item (1). O

Ejemplo 1.10 Establezcamos que R (respectivamente, ) denotard una representacién
de G (respectivamente, g) en W.

(1) Representacién contragrediente: La representacién, R, de G en W* contra-
grediente a R esta definida por

Rig) = (R(9)™")", g€G.
La representacion 6% de g en W* contragrediente a 0 esté definida por
0*(h) = —6(h)*, heg.

Evidentemente

(R = (R).

(2) Representaciones multilineales: Representaciones @ R, AR y VR de G en
QW , AW, VIW son dados por

(®R)(9) = @R(g), (AR)(g) = AR(g) vy (VR)(g) = VR(g), g€G.
Las representaciones g, 05,6, de g en QW , AW y VIV son dadas por

Os(h)(wr® - ow,) = Zw1®---®9(h)wi®---®wp,
On(h)(win -+ Awy) = Zwl/\ o nG(R)win - - Awy,
QV(h)(wl\/---va) = Zwlv---vé’(h)wiv---va, p=>1,

y

Evidentemente,
®R) = (R)e, (AR) = (R)r vy (VR) = (R)v.

(3) Recordemos que LP(WV) denota el espacio de funcionales p—lineales en W. Define-
se una representaciéon, R?, de G en LP(W') dada por

(RP(g)®) (w1, ..., wp) = P(R(gHwy,...,R(g " w,),
w,eW, geG, &elP(W).
Entonces la derivada de RP es dada por

p

(R (W)](®)(wr, .. wy) = — > (wr,..., R(R)w,....w,), heag.

i=1
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La representacion adjunta.

Cada g € G determina el automorfismo interior, 74, de G dado por

T,(a) = gag™', ¢g€G.

Por tanto la derivada, 7,, de 7, es un automorfismo del dlgebra de Lie g.
Este es denotado por Ad g. Puesto que 7, = )\gopgl,

Adg = LgoR,', geG.

Proposicion 1.41 La correspondencia Ad: g — Ad g define una representacion de
G eng.

Demostracién: Evidentemente 7,07y = 7,,, v asi
AdgoAdg = Adygq .

Asi Ad es un homomorfismo de grupos. Queda por demostrar que Ad es suave.

Definamos una aplicacion suave T : G x G — G haciendo
T(g,a) = 14(a), g,a€d.
Su derivada, dT’, es suave. Pero
(dT)(.0)(0,h) = Ad g (h) .

Por tanto, para cada h € g, la aplicaciéon g — Ad g (h) son suaves. Esto implica que
Ad es suave. O

La representacion Ad es llamada la representacion adjunta de G.

Por otro lado, una representacion, ad, de algebras de Lie g en el espacio vectorial g
es dado por

ad(h)(k) = [h.k], hkeag.

Esta es denominada la representacion adjunta de g.
Proposicién 1.42 ad es la derivada de Ad.
Lema 1.9 Fijando a € G, h € g. Entonces

Xn(a) = Yigan(a) .
Demostracién: Recordemos que Ad (a) = R; o L,. Por tanto

Yiaan(a) = (Ruo d(a))(h) = Lu(h) = Xa(a) .
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Demostracién de la proposicién 1.42. Fijando h € g y sea ey,...,e, una base
para g. Entonces funciones f* sobre g estan definidas por

Ad(g)h = Zfi(g)ei, g€eQG.

Ellos satisfacen .

Ad'(B)h = Y (Xi(f)(e)e;,  keg.

i=1

Por otro lado, aplicando el lema 1.9 obtenemos

X, = Y [Y.,.
=1

Como [Xy, Ye,] = 0, esto implica que

n

(X Xa) = D XY, -

i=1

Evaluando esto en e obtenemos [k, h] = Ad’(k)h. O

Corolario 1.13 Ad(exph) = exp(adh), h € g.

En resumen, cada automorfismo ¢ de un grupo de Lie G induce un automorfismo
v« = Tpp de su algebra de Lie g; en efecto, si A € g, p,A es también un campo
vectorial invariante a izquierda y @.[A, B] = [p.A, p.B] para A, B € g. Para cada
ge Gy Acg, tenemos Ad(g)A = (R,-1)A, porque grg~' = LyR,-1x = Ryj-1Lyz y A
es invariante a izquierda. Sea A, B € gy ¢ el grupo a 1—parametro de difeomorfismos
de G generado por A. Sea a; = exp(tA) = ¢i(e). Entonces ¢;(x) = za; para z € G.
Por la proposicién 1.21, tenemos

A.B] = ln[(p).B~ B)

t—0

_1m%w@ﬁ3—m

t—0

" 1
= lg% g[Ad(at )B — B].
Esto implica que si H es un subgrupo de Lie invariante de G, su algebra de Lie b es
un ideal de g, A € gy B € h implican que [A, B] € h. Reciprocamente, el subgrupo de
Lie conexo H generado por un ideal h de g es un subgrupo invariante de G.

Una forma diferencial w sobre G es denominada invariante a izquierda si (L,)*w = w
para cada a € G. El espacio vectorial g* formado por todas las 1—formas invariantes a
izquierda es el espacio dual del algebra de Lie g: si A € gy w € g*, entonces la funcion
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w(A) es constante sobre G. Si w es una forma invariante a izquierda, entonces asi lo es
dw, porque la derivada exterior conmuta con ¢*. Por tanto obtenemos la ecuacion de
Maurer-Cartan:
1
dw(A,B) = — §w([A,B]) poraweg" v A Beg.

La 1—forma candnica 6 sobre G es la 1—forma invariante a izquierda a valores en g
unicamente determinada por

6(A) = A paraAeg.

Sea Fy, ..., E, una base para g y haciendo
T
i=1
Entonces 0!, ...,0" forman una base para el espacio de 1—formas reales invariantes a

izquierda sobre GG. Haciendo
[Ej,Ex] = Y B,
i=1

donde los ¢}, son llamados las constantes de estructura de g con respecto a la base
Ey, ..., E,.. Esto puede ser sencillamente verificado que la ecuacion de Maurer-Cartan
es dada por

, 1 e . .
d&Z:—§Zc;k9]A9k, i=1,...,m

jk=1

Ahora consideremos el grupo de Lie de difeomorfismos. Decimos que un grupo de
Lie G es un grupo de Lie de difeomorfismos sobre una variedad M o que G actua
diferenciablemente sobre M si las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) Cada elemento a de G induce un difeomorfismo de M, denotado por z — za
donde x € M;

(2) G x M > (a,z) — xa € M es una aplicacién diferenciable;
(3) z(ab) = (xa)b para todo a,b € Gy x € M.

También escribimos R,x en vez de xa y decimos que G actua sobre M por la derecha. Si
escribimos ax y asumimos que (ab)x = a(bx) en lugar de (3), decimos que G actua sobre
M a izquierda y usamos la notacién L,x por ax también. Notese que Ry, = Rpo R,
y Loy = LgoLy. De (3) y del hecho de que cada R, o L, es uno-a-uno sobre M, esto
implica que R, y L. son los difeomorfismos identidad de M.

Decimos que G actua efectivamente (resp. libremente) sobre M si R,x = x para
todo x € M (resp. para algun x € M) implica que a = e.

Si G actua sobre M por la derecha, asignamos a cada elemento A € g un campo
vectorial A* sobre M como sigue. La accién del subgrupo a 1—parametro a; = exptA
sobre M induce un campo vectorial sobre M, el cual serd denotado por A*.



50 PRELIMINARES

Proposicién 1.43 Sea un grupo de Lie G actuando sobre M por la derecha. La apli-
cacion o : g — X(M) el cual envia A hacia A* es un homomorfismo de dlgebras de Lie.
Si G actua efectivamente sobre M, entonces o es un isomorfismo de g sobre X(M). Si

G actua libremente sobre M, entonces, para cada A € g no cero, o(A) nunca se anula
sobre M.

Demostracion: Primero observemos que o puede ser definido también en el siguiente
modo. Para cada = € M, sea o, la aplicacién a € G — za € M. Entonces (0,).Ae =
(0 A),. Esto implica que o es una aplicacion lineal de g hacia X(M). Para probar que o
conmuta con el bracket, sea A, B € g, A* =0A, B* =0B y a; = exptA. Asi tenemos

1
[A*,B*] = lim-[B* — R,,B"].

t—0 ¢

1

Del hecho de que Ry, 0,,-1(c) = za; ca, para ¢ € G, obtenemos (denotando la dife-

rencial de una aplicacién por la misma letra)
(RaB")e = Rayo00,,1B. = o,(Ad(a;")B.)
y por tanto

A B = lim ~[o.B, — ou(Ad(a"))B,)]

t—0 t

— o, <h’m (B, - Ad(e; 1)Be])

t—0 ¢
= 0.([4, B)
= (o[A, Bl)s

En virtud de la férmula para [A, B] en g en términos de Ad G. Asi tenemos probado que
o es un homomorfismo del dlgebra de Lie g hacia el algebra de Lie X(M). Supéngase
que 0dA = 0 en todas partes sobre M. Esto significa que el grupo a 1—parametro de
difeomorfismos R,, es trivial, que es, R,, es el difeomorfismo identidad de M para
cada t. Si G es efectiva sobre M, esto implica que a; = e para cada t y por tanto
A = 0. Para probar que la anterior aseveracién de nuestra proposicion, asuma que g A
se anula en algun punto x de M. Entonces R,, deja z fijado para cada t. Si G actua
libremente sobre M, esto implica que a; = e para cada t y por tanto A = 0.

g



Capitulo 2

Fibrados con grupo estructural

Este capitulo sigue principalmente las ideas de (Greub, W.H. y Halperin, S.; 1973),
(Saunders, D.J.; 1989) y (Steenrod, N.; 1951).

2.1. Fibrados suaves

2.1.1. La propiedad del producto local

Sea 7 : ' — M una aplicacién suave entre variedades. La aplicacion 7 es dicha que
tiene la propiedad de producto local con respecto a una variedad modelo F' si existe un
cubrimiento abierto {U,} de M y una familia {¢,} de difeomorfismos

Yo : Uy X F — W_I(Ua) ,

tal que
Wowa(ﬂiap) = T, rel, pel.

El sistema {(U,, 14)} sera llamado la descomposicion local de .

Claramente cualquier aplicacion con la propiedad de producto local es sobreyectiva
y abierta.

Definicién 2.1 Un fibrado suave es una cuddrupla (E, 7, M, F) donde 7 : B — M
es una aplicacion suave el cual tiene la propiedad de producto local con respecto a F'.
Una descomposicion local para 7 es llamada la representacién en coordenadas del
fibrado.

Llamaremos a E como el espacio total o espacio fibrado, M el espacio base, y
F la fibra tipica o fibra modelo. Para cada v € M, el conjunto F, = n=(z) serd
llamada la fibra sobre x. Cada fibra es un subconjunto cerrado de E, y E es la union
disjunta de las fibras.

Una seccién suave de un fibrado (E, 7, M, F) es una aplicacion suave o : M — E tal
que Too = Idp.

o1
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Si{(Ua,¥a)} es una representacion en coordenadas del fibrado, obtenemos biyecciones
Yoz F — Fy, v € U,, definidas por

Vau(q) = Yalz,p), pEF.

En particular, si « € U,g, obtenemos aplicaciones w;ioqﬂa,x . FF — F'. Estos son
difeomorfismos. En efecto, puesto que ¢, y 13 definen difeomorfismos de U, x F' sobre
W;ﬁl, ellos determinan un difeomorfismo 1,3 = w;loz/}a de U,p x I sobre si misma.
Mas

Vsa(t,q) = (2,050 %0,(q), = €Usp, q€F,
y por tanto wgi o v, es un difeomorfismo de F'.

Ahora supdngase que (E', 7', M’ F') es un segundo fibrado suave. Entonces una
aplicacién suave ¢ : E — E’ es aquella que preserva fibra si, siempre que moz; = To 2,
(21,22 € E), entonces m'op(z1) = 7' op(27). Cualquier aplicacién ¢ que preserva fibra
induce una aplicacion ¢ : M — M’ haciendo el requerimiento de que el siguiente
diagrama conmuta.

E—-—*2 5 F
M —2 s M

Ahora mostremos que ¢ es siempre suave. En efecto, si {(Uy, %)} es una descom-
posicién local para 7y ¢ € F' es fijado, entonces

p(x) = (t'opotha)(r,q), = €Uq.

Por tanto ¢ es suave sobre cada miembro U, del cubrimiento de M.

Sea (E", 7", M", F") un tercer fibrado y asuma que ¢ : £ — E' ¢ : ' — E”
preservan fibra. Entonces ¢'o¢ : E — E” preserva fibra y (¢'op) = @ o .

Proposicién 2.1 Sea M, F variedades y sea E un conjunto. Asuma que la aplicacion
sobreyectiva entre conjuntos m : E — M es dada con las siguientes propiedades:

(1) Eziste un cubrimiento abierto {U,} de M y una familia {1,} de biyecciones

Vo : Uy x F— 77 YU,) .

(2) Para cada v € Uy, q € F, mot)s(x,q) = x.

(3) La aplicacion s : Usg X F' — Usp X F definido por s.(x,q) = (wglowa)(agq)
son difeomorfismos.

Entonces existe exactamente una estructura de variedad sobre E para el cual (E, 7, M, F)
es un fibrado suave con representacion en coordenadas {(Un,q)}
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Demostracién: Podemos asumir que {a} es numerable y haciendo W, = 7~ 1(U,),
Yo = U5ty M, = U, x F obtenemos una tnica estructura de variedad suave sobre £
tal que los 1), son difeomorfismos.

Entonces la hipétesis (2) nos dice que la restriccion de m a 771 (U,) es mqot, L,
donde 7, : U, x F — U, denotan las proyecciones sobre su primer factor. Puesto que
T, €s suave, m es suave sobre 7 1(U,). Por tanto 7 es suave sobre E y entonces, por
definicién, {(U,, %)} es una descomposicién local para w. Por tanto (E,m, M, F) es
un fibrado con representaciéon en coordenadas {(Uy, ¥4)}- O

Proposicion 2.2 Cada fibrado suave tiene una representacion en coordenadas finita.

Demostracién: Sea {(U,,1,)} cualquier representacién en coordenadas para
(E,m, M, F). Escogiendo un refinamiento {V;; | ¢« = 1,...,p; j € N} de {U,} tal
que Vi; N Vi = 0 para j # k. Sea Vi = |J; Vij y definase ¢; : V; x F — 7 1(V;) por

%(33,61) = @Dl](as,q) Sime%]’) QGF,

donde ;; es la restricciéon de algin 1. O

2.2. Fibrados principales

Definicién 2.2 Sea G un grupo de Lie. Un fibrado principal (suave) con grupo
estructural G es un par (P,T), donde

(i) P=(P,m,M,G) es un fibrado suave.
(i) T : P x G — P es una accion a derecha de G sobre P.
(iii) P admite una representacion en coordenadas {(Uy,1q)} tal que
Ya(z,99") = Yalz,9) 9, w€Ua 9.9 €G.

(Ndétese que escribimos T(z,9) = z - g).

La accion T es denominada la accion principal y una representacion en coordenadas
satisfaciendo la condicién (iii) es llamada una representacion principal en coordenadas.

La condicién (iii) implica que
w(z-g9) = w(z)-g, z€P geqG.

Mas incluso, esto implica que la accién T es libre y que la érbita de G através del
punto z € P es la fibra conteniendo z. En particular, las érbitas son subvariedades de
P. Estos serdn denotados por G, = 7 (z) (z € M), (puesto que la accién es libre no
existe confusién con la notacién para el grupo de isotropia). Nétese que G, — x define
una biyeccion de conjuntos entre las orbitas y M.
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Sea P = (P,fr, M , @) un segundo fibrado principal con accién principal T. Una
aplicacion suave equivariante ¢ : P — P es llamada homomorfismo de fibrados princi-
pales. Tal homomorfismo es aquella que preserva orbitas, y por tanto preserva fibras.
Asi este induce una aplicacién suave ¢ : P — P tal que Top = Qo

Més aun, ¢ se restringe a las aplicaciones suaves ¢, : G, = Gyu) (v € M). Las
relaciones
0e(z-a) = pu(2)-a, z€G,, a€q,

implican que cada ¢, es un difeomorfismo. Esto conduce a que ¢ es un difeomorfismo si
y s6lo si ¢ 1o es. En este caso ¢! es también un homomorfismo de fibrados principales
v ¢ v ¢! son llamados isomorfismos de fibrados principales. Si M = M’ y ¢ = 1d,
entonces ¢ es llamado un isomorfismo estricto o fuerte entre fibrados principales.

Ejemplo 2.1.

(1) El fibrado producto: El fibrado trivial,
(M x G,m,M,G),
junto con la accién a derecha
(z,a)-b = (z,ab), ze€M, a,bed
es un fibrado principal. Este es llamado fibrado trivial.

(2) Espacios homogéneos: Sea K un subgrupo cerrado de G. Entonces el fibrado
(G,7,G/K, K), junto con la accién de K sobre G por la multiplicacién a derecha,
es un fibrado principal con grupo estructural K.

(3) Fibrado referencial: Sea ¢ = (E, p, M, E) un fibrado vectorial, y, para © € M,
sea (G, denotando el conjunto de isomorfismos lineales de [E hacia F,. Deberemos
construir un fibrado principal, (P, 7, M, GL(E)), donde P = |J, G, y 7 es la pro-
yeccion que lleva G, hacia x.

En efecto, sea {(U,, 1)} una representacion en coordenadas para &. Los isomor-

fismos ¥4, 1 E = E, determina un conjunto de biyecciones
Yoz GLE) = G,, x€U,,

por
SOOc,.r = ¢a,x090, 90 € GL(]E)
Asi el conjunto de biyecciones ¢, : U, x GL(E) — 7~*(U,) son dados por
SOOé(xa ()0) = @Da,xOSO, x € Ua, @ c GL(E)

Evidentemente

(pa'ows)(@,9) = (1,95500p000), € UaNUs, p € GL(E).
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Esto implica que ¢ o es un difeomorfismo de (U, N Ug) x GL(E). Por tanto
por la proposicién 2.1 existe una tnica estructura suave sobre el conjunto P tal
que (P,m, M,GL(E)) se torna un fibrado suave.

Finalmente, definase una accién a derecha de GL(E) sobre cada conjunto G,
haciendo

Oo o = Pop, @€ G, € GLE).

Estas acciones definen una accién a derecha de GL(E) sobre el conjunto P. Incluso
mas,

Yoz, 0) -1 = pa(z,00p1), x€U,, @,01 € GL(E).

Esto implica que la accién de GL(E) sobre P es suavey que P = (P, m, M, GL(E))
es un fibrado principal.

Fijando una base e1,...,e, de E. Entonces una biyeccion de G, al conjunto de
bases ( o referenciales) de E, es dado por

o = (per,...,pe.) .

Por esta razéon P es llamado el fibrado referencial asociado a &.

2.2.1. Propiedades elementales

Sea P = (P,m,M,G) un fibrado principal que admite una seccién o sobre un
conjunto abierto U C M. o determina el homomorfismo ¢ : U x G — P de fibrados
principales, dados por

o(r,a) = o(x)-a, xeU acd.

¢ puede ser considerado como un isomorfismo fuerte del fibrado trivial a la restriccion
de P a U. En particular, si P admite una seccion global, este es un fibrado trivial.

Si 7 es una segunda seccion sobre un conjunto abierto V', entonces existe una unica
aplicacion suave
guv - Unv -G

tal que p(z, gyv(z)) = 7(x). Tenemos
7(z) = o(x)-guv(z), xzeUNYV,
y esta ecuacién determina gy .

Lema 2.1 Sea P = (P,m, M,G) un fibrado suave. Sea T una accidn suave a derecha
libre de G a P, cuyas orbitas coinciden con las fibras del fibrado. Entonces P es un
fibrado principal con accion principal T .

Demostracién: Sea {U,} un cubrimiento abierto de M tal que cada U, admite una
seccion oy, : U, — P. Definase 9, : U, x G = 7 1(U,) haciendo

Vo(z,a) = 04(x)-a.
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Entonces {(U,, 1)} es una representacioén en coordenadas satisfaciendo la condicién (iii).
O

Continuando, sea P = (p,ﬁ,M,@) un fibrado principal, y sea ¢ : M — M una
aplicacién suave. Construiremos un fibrado principal (P, 7, M, G) junto con un homo-
morfismo, ¢ : P — P, de fibrados principales el cual induce .

En efecto, sea P la union disjunta,

P = |J{z} x Gy,

zeM

y define a 7 por m({x} X Gy()) = x. Define una accién a derecha, T', de G sobre el
conjunto P y una aplicacién equivariante de conjuntos ¢ : P — P por

T((x,2),a) = (z,2-a) y x,2)=2 2€Guu, ve€M, acG.

Damos a P una estructura suave, como sigue. Escéjase un cubrimiento abierto {V,}
de M tal que cada V, admite una seccién o, : V,, — P. Sea U, = ¢4V, y defina
biyecciones Yy, : U, x G — 7~ (U,) por

X,,(IL’,CL) = ($7Ju(w($)) ) CL) :

Entonces para x € U, NU,,

(X o) (@ a) = (2,8, (x)a)

donde g, : V, NV, = G es la aplicacién suave satisfaciendo

UV(y) = U#(y> ' g,uu(y)’ y € Vu N ‘/y .

Asi, aplicando la proposicién 2.1 obtenemos una tinica estructura suave sobre P tal que
P = (P,m,M,G) es un fibrado suave con representaciéon en coordenadas {(U,, x,)}-
Como las aplicaciones x, son equivariante, 7" es una accién suave y (P, T') es un fibrado
principal. Mas aun, ¢ es un homomorfismo de fibrados principales.

2.3. Fibrados asociados

En esta seccion P = (P, 7, M, G) denotard un fibrado principal con accién princi-
pal T'. Ademas

S:GxF = F

denotara una accion, fija, a izquierda de G sobre una variedad F'.
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2.3.1. Fibrados asociados

Considere la accion a derecha, (), de G sobre la variedad producto P x F' dado por
Qulz,y)=(2,y)-a=(z-a,a " -y), z2ze€P, ycF, acg.

Q sera llamada accion conjunta de G. El conjunto de érbitas para la accién conjunta
sera denotado por P xXg F'y

q: PXF — PxgF

denotard la proyeccién correspondiente; i.e., q(z,y) es la érbita através de (z,y).

La aplicacion g determina una aplicacién p : P xg F' — M via el diagrama conmu-
tativo
PxF —= PxgF

lﬁp lp (2.1)

P—" & M,
donde 7p : P x F — P es la proyeccién obvia. Dendtese a p~'(z) por F,, v € M.

Proposicion 2.3 Erxiste una unica estructura suave sobre P Xg F' tal que

(1) £ = (P xXg F,p, M, F) es un fibrado suave.

(2) q: Px F — P Xx¢gF es una aplicacion suave que preserva fibra, que se restringe
a difeomorfismos

G 2xX F = F,., z€P
sobre cada fibra.
(3) (P x F,q,P x¢ F,G) es un fibrado principal suave con accion principal Q.

(4) mp es un homomorfismo de fibrados principales.

Definicién 2.3 ¢ es denominado el fibrado con fibra F' y grupo estructural G
asociado a P; q es llamada la aplicacion principal.

Demostracién de la proposicion.

Prueba de (1): Construiremos una estructura suave sobre P X F' para el cual &
es un fibrado suave. Sea {U,} un cubrimiento abierto de M y considérese la seccién
0o : Uy, — P. Estos estan relacionados por

os(x) = 04(x) - gap(r), x€UyNUs,
donde g, : Uy, N Ug — G son aplicaciones suaves. Definanse las aplicaciones,

o Uy x F = pH(Uy),
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haciendo
oo, y) = qlou(),y), z€U, yeF

Entonces p(pa(z,y)) = x y asi ¢, se restringe al conjunto de aplicaciones
au: F— pHx), x€U,.

M4s aun, para cada dérbita en p~!(x) se corresponde a un tnico y € F tal que la érbita
pasa através de o,(z),y). Por tanto ¢, . es biyeccién, y asi ¢, es biyectivo.

Ademds, las relaciones ¢(z - a,y) = q(z,a - y) implican que
@;10 Wﬁ(x,y) = (x,gag(x)y), .CCEUaﬂUﬁ, yGF

Asi, esto establece una estructura suave sobre P X F' en el cual ¢ se torna un fibrado
suave con representacion en coordenadas {(Uy, ¢a)}-

Prueba de (3): Para mostrar que (P x F,q, P X F,G), es un fibrado principal con
accion principal @), considérese el siguiente diagrama conmutativo,

Uy x G x F 2228 7-Y(U,) x F

lld xS lq (2.2)

Up x F —2— p7H(U,) ,
donde ¥, (z,a) = 0,(z) - a. Sea V,, = p~1(U,); entonces
¢ '(Vy) = (momp) HU,) = 71 (Uy) x F.

Por lo tanto, los difeomorfismos y, : V, X G =, q (V) son dados por

).

Xa(pa(2,y),a) = (Ya(z,0),0
Ellos satisfacen las relaciones
(GoXa)(w,a) =w, Xxa(w,ab) = Q(xa(w,a),b), weV,, abe G,
(3) sigue.

Prueba de (2): El diagrama conmutativo (2.1) muestra que ¢ preserva fibra, mientras
que el diagrama conmutativo (2.2) implica que la aplicacién

. F = Fy

son difeomorfismos.

Prueba de (4): Sigue trivialmente de los anteriores. O



2.3 FIBRADOS ASOCIADOS 59

2.3.2. Aplicaciones equivariantes

Astmase que P = (lf’, 7, M, () sea un segundo fibrado principal y que S sea una
accién a izquierda de G sobre una variedad F. Supdéngase que

gp:P%]—ﬁ’ y a:F = F

sean aplicaciones equivariantes.

Entonces la aplicacién ¢ x a: P x F' — P x F' es equivariante con respecto a la
accion conjunta de G i.e., este es un homomorfismo de fibrados principales. Por lo que
induce una aplicacién suave,

()OXGaIPXGF%pXGF,

el cual hace al diagrama,

PxF 2% . pxF

[ k

PXGFSOGO[IADXGF,

conmutar.

Sea ¢ : M — M una aplicacion suave inducida por . Entonces el diagrama,

P xq F 2288 P><GF

lﬂ |

M—2 i,

conmuta, i.e., ¢ X« es una aplicacién que preservan fibra entre los fibrados asociados.
El diagrama conmutativo

>

F——

lqz

R

dp(z) v=m(z), z€P

<—

8

muestra que, si a es un difeomorfismo, entonces asi lo es cada (¢ Xg @),.

El caso cuando P = P y ¢ = Id, es de particular importancia; en este caso
obtenemos una aplicacién que preserva fibra,

(Idxga): PxgF — PxgF,

el cual induce la aplicacién identidad en M.
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Ejemplo 2.2.

1. F = {point}. Entonces P xg F' = M y el fibrado principal (P x F,q, P X¢ F, Q)
coincide con P.

2. Asuma la accién de G sobre F' como trivial. Entonces § = (M x F,p, M, F) es
trivial. También, si el fibrado principal P es trivial, entonces asi lo es &.

3. Supongase que y € F' sea fijado bajo la accién de G: a-y =y, a € G.
Entonces la inclusién j : {y} — F es equivariante. Este induce un diagrama
conmutativo suave
P Xa {y} -2 P Xa F

|= le
1d
M —— M;
asi o es una seccion en &.

4. A—extensién: Sea A : G — K un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces G
actua a izquierda sobre K por

a-y = Ma)y, a€G,yek.

Asi obtenemos un fibrado Py = (P x¢ K, p, M, K).
Por otro lado, la aplicaciéon multiplicacion de K determina una accién a derecha

(PxK)x K— PxK.

Esta aplicacion tiene en cuenta los factores sobre ¢ para producir una accion libre
a derecha
TAZ(PXGK) x K — PxgK.

Las orbitas de T) son precisamente las fibras de P x5 K. Asi esto implica que
(Py, Ty) es un K —fibrado principal. Este es llamado de A—extension de P.
Continuando, definase una aplicacion suave ) : P — P Xg K considerando
©ox(2) = q(z,e). El diagrama,

PxG 222 py K

|7 s
P—2 s PxsK
\ l/’

M

conmuta. Esto muestra que ¢, es una aplicacion que preserva fibra de P hacia
P x¢g K, induciendo la identidad en M.

En particular, considérese el caso cuando G = K y X\ =Id; asi G actua sobre si
mismo por la multiplicacién a izquierda. En este caso ¢, es un isomorfismo fuerte
de fibrados principales, y el diagrama muestra que (P X G,q, P xg G,G) es el
fibrado principal trivial.
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5. Reduccion del grupo estructural: También, sea A : G — K un homomorfismo
de grupos de Lie. Astimase que P = (P, 7, M, K) es un fibrado principal. Una
reduccion del grupo estructural de P de K hacia G via X es un fibrado principal
P = (P,m, M,G) y una aplicacién suave que preserva fibra ¢ : P — P, induciendo
la identidad en la base, y satisfaciendo

o(z-a) = p(2)-MNa), a€q.

Tal reduccion induce un isomorfismo obvio de fibrados principales de la A—extension
de P a P. Reciprocamente, si P = (P, m, M, G) es cualquier fibrado principal con
A—extension Py = (P xg K, p, M, K), entonces el homomorfismo ¢, es una re-
duccion del grupo estructural de Py de K hacia G.

2.3.3. Fibrado vectorial asociado

Asuma ahora que [F es un espacio vectorial finito dimensional (real o complejo) y S
una representacion de G en F. En este caso F' = P x¢ F es un fibrado vectorial.

En efecto, para cada * € M, z € 7~ *(z), los difeomorfismos ¢, : F =, F, son

conectados por

qza = QZOS<G>’ a€G.
Puesto que la aplicacién S(a) es un isomorfismo lineal, existe una tnica estructura
lineal en F, para el cual las aplicaciones ¢, se tornan isomorfismos lineales. El vector
cero de F, es dado por 0, = ¢(2,0), z € 7 (z).

Cada ¢, de la representacion en coordenadas {(U,, ¢o)} para £ es un isomorfismo
lineal. Por tanto ¢ es un fibrado vectorial con representacion en coordenadas de fibrado
vectorial {(Ua, ¢a)}. Puesto que ¢ se restringe a isomorfismos en las fibras, el fibrado
trivial (P x F,7p, P, F') es el pull-back de £ a P via 7.

A la representacién trivial S corresponde el fibrado vectorial trivial.

Siguiendo, considere una representacién de G' en un segundo espacio vectorial H y
sea o : F' — H sea una aplicacion lineal equivariante. Entonces la aplicacion inducida,

IdXGaIPXGF%PXG]'L

es lineal en cada fibra, y asi esta es una aplicacién (fuerte) de fibrados.

Denote a los fibrados vectoriales que corresponden a F y E por F'y E y considere
las representaciones inducidas de G en los espacios

FeoE, F®E, L(FE), F, AF.

Las varias aplicaciones canodnicas entre estos espacios vectoriales, tal como

evaluacion:  L(F;E)@F — E,
composicién: L(F) ® L(F) —
proyeccion: FaE - F,
trazo: L(F) —
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conmutan con la representacion de G. Asi, ellos inducen aplicaciones entre los corres-
pondientes fibrados vectoriales. Para los cuatro ejemplos atras tenemos

evaluacion: L(F;E)®@ F —  E,
composicién: L(F)® L(F) —
proyeccion: FoFE — F,
trazo: L(F) —



Capitulo 3

Teoria de conexiones

Este capitulo recoge las ideas de (Bleecker, D.; 1981), (Greub, W.H. y Halperin, S.;
1973), (Kobayashi, S. y Nomizu, K.; 1963), (Kolar, 1., Michor P.W. y Slovék, J.; 1993),
(Learth Soares, B.; 2007) y (Mangiarotti, L. y Sardanashvily, G.; 2000).

3.1. Conexiones en un fibrado principal

Sea P = (P,m,M,G) un fibrado principal sobre una variedad M con grupo es-
tructural G. Para cada u € P, sea V,, un subespacio de T, P que consiste de vectores
tangentes a la fibra através de u. Una conexién I' en P es asignar un subespacio H,
de T, P, para cada u € P, tal que

(a) T.P =V, & H, :

(b) Hua = (Ra)«H, para cada u € Py a € G, donde R, es un difeomorfismo de P
inducido por a € G, R,u = ua;

(¢) H, depende diferenciablemente sobre u.

La condicién (b) significa que la distribuciéon v — H,, es invariante por G. Deno-
minamos a V,, como el subespacio vertical y H, el subespacio horizontal de T,,P. Un
vector X € T, P es llamado vertical (resp. horizontal) si este pertenece a V,, (resp. Hy).
Por (a), cada vector X € T, P puede ser escrito de modo tnico como

X =Y+Z7Z dondeYeV, y Z€H,.

Llamaremos a Y (resp. Z) la componente vertical (resp. horizontal) de X y denotaremos
este por v.X (resp. hX). La condicién (c) significa, por definicién, que si X es un campo
vectorial suave sobre P entonces asi lo serdan vX y hX. (Esto es equivalente a decir
que la distribucion u — H, es diferenciable).

Dada una conexion I en P, definimos una 1—forma w sobre P a valores en el algebra
de Lie g de G como sigue. En el capitulo 1 mostramos que cada A € g induce un campo

63
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vectorial A* sobre P, denominado el campo vectorial fundamental correspondiente a
A,y que A — (A*), es un isomorfismo lineal de g hacia V,, para cada u € P. Para
todo X € T, P, definimos w(X) como siendo el inico A € g tal que (A*), es igual a la
componente vertical de X, vX. Es claro que w(X) = 0 si y sélo si X es horizontal. La
forma w es denominada como la forma conexién de la conexiéon I' dada.

Proposicion 3.1 La forma conexion w de una conexion satisface las siguientes con-
diciones:

(a’) w(A*) = A para cada A € g;

(b’) (R,)*w = Ad(a ) w, que es, w((Ry)«X) = Ad(a™") - w(X) para cada a € G y cada
campo vectorial X sobre P, donde Ad denota la representacion de G en g.

Reciprocamente, dado una 1—forma w a valores en g sobre P satisfaciendo las condi-
ciones (a’) y (b’), existe una tunica conexion I' en P cuya forma conexion es w.

Demostracién: Sea w la forma conexién de una conexién. La condicién (a’) sigue
inmediatamente de la definicién de w. Puesto que cada campo vectorial de P puede
ser descompuesto en campos vectoriales horizontales y campos vectoriales verticales, es
suficiente para verificar (b’) los siguientes dos casos especiales: (1) X es horizontal y (2)
X es vertical. Si X es horizontal, asi lo es (R,).X para cada a € G por la condicién (b)
para una conexion. Asf, w((R,).X) y Ad(a™!) - w(X) ambos son nulos. El caso cuando
X es vertical, podemos asumir ademas que X es un campo vectorial fundamental A*.
Entonces (R,).X es el campo vectorial fundamental correspondiente al Ad(a™')A. Asf
tenemos

(Row)u(X) = wia((Ra):X) = Ad(a)A = Ad(a™")(wu(X)) -
Reciprocamente, dada una forma w satisfaciendo (a’) y (b’), definimos
H, ={XeT,P|lwX)=0}.

La verificacién de que u — H,, define una conexion cuya forma conexién es w es directa
usando el teorema de Frobenius. O

La proyecciéon 7 : P — M induce una aplicacion lineal T,7 : T,P — T,M para
cada u € P, donde z = m(u). Cuando una conexién es dada, T, 7 lleva el subespacio
horizontal H, isomérficamente sobre T, M.

El levantamiento horizontal (o simplemente, el levantamiento) de un campo vecto-
rial X sobre M es un unico campo vectorial X* sobre P el cual es horizontal y que se
proyecta sobre X, esto es, T, m(X) = Xy, para cada v € P. (T'n(X*) = X).

Proposicion 3.2 Dada una conexion en P y un campo vectorial X sobre M, existe
un unico levantamiento horizontal X* de X . El levantamiento X™* es invariante por R,
para cada a € G. Reciprocamente, cada campo vectorial X* sobre P invariante por G
es el levantamiento de un campo vectorial X sobre M.
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Demostracion: La existencia y unicidad de X* es clara del hecho de que T'r produce
un isomorfismo lineal de H, sobre Ty, M. Para probar que X* es diferenciable si X
lo es, tomemos una vecindad U de cualquier punto x de M tal que 7~ (U) 2 U x G.
Usando este isomorfismo, primero obtendremos un campo vectorial Y sobre 7=(U)
tal que T'rY = X. Entonces X* es la componente horizontal de Y y por tanto es
diferenciable. La invariancia de X* bajo G es clara de la invariancia del subespacio
horizontal bajo GG. Finalmente, sea X* un campo vectorial horizontal sobre P invariante
por G. Para cada x € M, témese un punto u € P tal que w(u) = = y definase
X, = T,m(X}). El vector X, es independiente de la eleccion de u tal que 7(u) = z,
puesto que si v’ = ua, entonces T'n(X*) = Tn(R, - X) = Tn(X}). Es obvio que X*
es entonces el levantamiento del campo vectorial X. O

Proposicion 3.3 Sean X* y Y™ levantamientos horizontales de X y'Y respectivamen-
te. Entonces

(1) X*+Y™* es el levantamiento horizontal de X +Y;

(2) Para cada funcion f sobre M, f*- X* es el levantamiento horizontal de fX donde
f* es la funcion sobre P definida por f* = for;

(3) La componente horizontal de [X*,Y™*] es el levantamiento horizontal de [X,Y].

Demostracion: Las dos primeras aseveraciones son triviales. Para la tercera, tenemos
Tr(h[X*,Y"]) = Tr([X*,Y"]) = [X,Y].
O

Sea x!,...,2" un sistema de coordenadas locales en una vecindad coordenada U
en M. Sea X/ el levantamiento horizontal en 7—!(U) de los campos vectoriales X; =
0/0x" en U para cada i. Entonces X7, ..., X} forma una base local para la distribucién
u— H, en 771(U).

Ahora expresaremos una forma conexién w sobre P mediante una familia de for-
mas todas definidas en un subconjunto abierto de la variedad base M. Sea {U,} un
cubrimiento abierto de M con una familia de isomorfismos v, : 7 1(U,) — U, X G y
la correspondiente familia de funciones de transicion 1,5 : U, N Ug — G. Para cada a,
sea 0, : U, — P una seccién sobre U, definida por o,(z) = ¢ (z,¢), x € U,, donde e
es la identidad de G. Sea 6 la 1—forma candnica (invariante a izquierda a valores en g)
sobre G.

Para cada no vacio U, N Ug, defina una 1—forma 6,5 a valores en g sobre U, N Up
por
Oup = 550 -

Para cada «, defina una 1—forma w, a valores en g sobre U, por
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Proposicién 3.4 Las formas 0.3 y w, estdn sujetas a las condiciones:
wg = Ad(wgﬂl)wa + 04 sobre U, NUp .

Reciprocamente, para cada familia de 1—formas {w,} a valores en g definidas sobre U,
y satisfaciendo las precedidas condiciones, existe una unica forma conexion w sobre P
la cual da lugar a {wy} en la manera descrita.

Demostracién: Si U, NUs es no vacio, 03(z) = 0,(2)as(x) para todo z € U, N Up.
Entonces para cada vector X € T,(U, N Ug), el vector T,o3(X) € T,P, donde u =
og(x), es la imagen de (04 (X), ¥as(X)) € T\ P+T,G, donde v’ = 0,(x) y a = ¢as(2),
bajo la aplicacion P x G — P. Por la féormula de Leibniz, tenemos

TIJB(X) = Txaa(X)¢aﬁ(x) +0a(x)waozB(X) )

donde 0, (X)ap(z) significa R, (T,04(X)) ¥ 00(2)Tyhas(X) es la imagen de 1,s(X)
por la diferencial de o,(x), 0,(z) son considerados como una aplicacién de G hacia P
el cual lleva b € G hacia o,(x)b. Tomando los valores de w sobre ambos lados de la
igualdad, obtenemos

w(X) = Ad(tap(®) wa(X) + fas(X) .

En efecto, si A € g es el campo vectorial invariante a izquierda sobre G el que es igual
a Yap(X) en a = Pap(x) asi que 0(as(X)) = A, entonces o, (2)1as(X) es el valor del
campo vectorial fundamental A* en u = 0,(2)Yas(z) y por tanto w(o,(2)as(X)) = A.

La reciproca puede ser verificado siguiendo hacia atras el proceso de obtener {w, }
de w. a

3.2. Existencia y extension de conexiones

Sea (P, m, M,G) un fibrado principal y C' un subconjunto de M. Decimos que una
conexion estd definida sobre C' si, en cada punto u € P con 7(u) € C, un subespacio
H, de T, P estd dada de tal modo que las condiciones (a) y (b) para conexiones sean
satisfechas y H, dependa diferenciablemente sobre u en el siguiente sentido. Para cada
punto x € C, existe una vecindad abierta U y una conexién en P, = 7 *(U) tal que
el subespacio horizontal para cada u € 7~!(C) es el dado por H,.

Teorema 3.1 Sea (P,m, M,G) un fibrado principal y C un subconjunto cerrado de M
(C' puede ser vacio). Si M es paracompacto, cada conexion definida sobre C' puede
ser extendida a una conexion en P. En particular, P admite una conexion si M es
paracompacto.

Demostracion: Para probar este teorema, haremos uso de los siguientes

Lema 3.1 Una funcion diferenciable definida sobre un subconjunto cerrado de R™ pue-
de ser siempre extendida a una funcion diferenciable sobre R™.
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Lema 3.2 Cada punto de M tiene una vecindad U tal que cada conexion definida
sobre un subconjunto cerrado contenido en U puede ser extendida hacia una conexion
definida sobre U.

Demostracion: Dado un punto de M, es suficiente considerar un sistema de coorde-
nadas U tal que 7 *(U) es trivial: 771 (U) 2 U x G. Sobre el fibrado trivial U x G, una
forma conexién w estd completamente determinada por su comportamiento en cada
punto de U x {e} (e: la identidad de G) porque de la propiedad R}(w) = Ad(a™!)w.
Ademéds, si 0 : U — U X G es la seccién natural, esto es, o(x) = (z,¢) para x € U,
entonces w estd completamente determinada por la 1—forma a valores en g sobre U.
En efecto, cada vector X € T,(,)(U x G) puede ser escrito tinicamente en la forma

X =Y+ 27
donde Y es tangente a U x {e} y Z es vertical asi que Y = o, (m,.X). Por tanto tenemos
wX) = wow(mX))+w(Z) = (c"w)(mX)+ A,

donde A es el unico elemento de g tal que se corresponde al campo vectorial funda-
mental A* que es igual a Z en o(z). Puesto que A depende solamente de Z, no de
la conexién, w estd completamente determinada por o*w. La ecuacién atrds muestra
que, reciprocamente, cada 1—forma a valores en g sobre U determina de modo tinico
una forma conexion sobre U x (G. Asi este lema se reduce al problema de extender la
1—forma a valores en g sobre U. Si {A;} es una base para g, entonces w = Y wA;
donde cada w’ es una 1—forma usual. Asf es suficiente considerar el problema de ex-
tender las 1—formas usuales sobre U. Sea !, ..., 2" un sistema de coordenadas locales
en U. Entonces cada 1—forma sobre U es de la forma Y f;dx’ donde cada f; es una
funcién sobre U. Asi nuestro problema es reducido a extender funciones sobre U. Por
tanto este lema sigue del lema anterior.

Ahora continuemos a demostrar el teorema. Sea {U;};c; un cubrimiento abierto
localmente finito de M tal que cada U; tiene la propiedad establecida en el lema anterior.
Sea {V;} un refinamiento abierto de {U;} tal que V; C U;. Para cada subconjunto .J
de I, hagamos S; = |J,.,; Vi. Sea T el conjunto de pares (7,J) donde J C I y T es
una conexién definida sobre S; el cual coincide con la conexiéon dada sobre AN S;.
Introduciendo un orden en 7" como sigue: (7', J') < (7", J") si J' C J" y 7" = 7" sobre
Sy. Sea (7, J) el elemento maximal de T'. Entonces J = [ y 7 es una conexién deseada.
O

Observacion 3.1 Otro modo de probar este teorema es usar el tltimo lema y una
particién de la unidad {f;} subordinada a {V;}. Sea w; una forma conexién sobre
7 1(U;) el cual extiende la conexién dada sobre A N V;. Entonces w = Y, giw; es una
forma conexion deseada sobre P, donde cada g; es la funcién sobre P definida por

gi = fiom.
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3.3. Paralelismo

Dada una conexién I' en un fibrado principal (P, 7, M, G), definiremos el concepto
de desplazamiento paralelo de fibras a lo largo de cualquier curva dada 7 en la variedad
base M.

Sea 7 = x4, a < t < b, una curva diferenciable por partes de clase C! en M. Un
levantamiento horizontal o simplemente levantamiento de T es una curva horizontal
T" =wuy, a <t<b, en P tal que m(u;) = z; para a < t < b. Aqui una curva horizontal
en P significa una curva diferenciable por partes de clase C' cuyos vectores tangentes
son todos horizontales.

La nocion de levantamiento de una curva corresponde a la nocién de levantamiento
de un campo vectorial. En efecto, si X* es el levantamiento de un campo vectorial
X sobre M, entonces la curva integral de X* a través de un punto ug € P es un
levantamiento de la curva integral de X a través del punto xg = m(ug) € M. Ahora
probaremos

Proposicién 3.5 w(ug) = xg, eziste un unico levantamiento 7" = u; de T el cual inicia
en ug.

Demostracién: Por la trivialidad local del fibrado, existe una curva v; de clase C*
en P tal que vg = ug y w(vy) = x; para 0 < ¢ < 1. Un levantamiento de 7, si este existe,
debe ser de la forma u; = v,a;, donde a; es una curva en el grupo estructural G tal que
ag = e. Centrandonos en la curva a; en G el cual hace u; = v;a; una curva horizontal.
Apliquemos la férmula de Leibniz a la accién P x G — P, quien lleva (v,a) en va, y
asi obtener

ibt = i)tat + 'UtC.Lt .

Sea w la forma conexion de I'. Entonces, tenemos
w(iy) = Ad(a; Hw(dy) +a; s

donde a; 14, es ahora una curva en el dlgebra de Lie g = T.G de G. La curva u, es

horizontal si v sélo si a; ta; = —w(;) para cada t. La construccion de u, es asf reducida
t t t

al siguiente

Lema 3.3 Sea G un grupo de Lie y g su respectivo algebra de Lie identificado con
T.G. Sea Y;, a <t <1, una curva continua en T,G. Entonces existe en G una unica
curva a; de clase C* tal que ag = e y atagl =Y, para 0 <t < 1.

Observacion 3.2 En el caso cuando Y; = A para todo ¢, la curva a; no es mas que el
subgrupo a 1—parametro de G generado por A. Nuestra ecuacién diferencial a,a; ' = Y;
es por tanto una generalizacién de la ecuacion diferencial para el subgrupo a 1—parame-
tro.

Demostracion: Podemos asumir que Y; esta bien definida y es continua para todo
t, —oo < t < 0o. Definamos un campo vectorial X sobre G x R somo sigue. El valor
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de X en (a,t) € G x R es, por definicién, igual a ((Y;)a, (d/dz2);) € T,G x T;R, donde z
es el sistema de coordenadas natural en R. Es claro que la curva integral de X que
inicia en (e,0) es de la forma (a;,t) y a; es la curva deseada en G. Lo que queda
por verificar es que a; estd definica para todo ¢, 0 < ¢t < 1. Sea ¢, = exp(tX) el
grupo a l—parametro de difeomorfismos locales de G x R generado por X. Para cada
(e,s) € GxR, existe un niimero positivo ds tal que (e, ) estd definida para |r—s| < J,
y |t] < ds. Como el subconjunto {e} x [0,1] de G x R es compacto, podemos escoger
d > 0 tal que, para cada r € [0,1], ¢(e,r) estd definida para |t| < §. Escogiendo
80,81,...,8Sctalque 0 =59 < 81 <---<sp,=1y s —s;_1 <0 para cada i. Entonces
(e, 0) = (ay,t) estd definida para 0 < ¢ < s1; pu(e, s1) = (by, u+s1) estéd definida para
0 <u < sy— sy, donde bub;1 = Yiuts,, y definimos a; = b5, a5, para sy <t < Sg5 ...
oule, sp—1) = (cu, Sp—1+u) estd definida para 0 < t < sx—sg_1, donde ¢,c;' = Viis,
y definimos a; = ¢;—5,_,as,_,, asi completamos la construccién de a;, 0 <t < 1. O

Ahora usando la proposicién 3.5, definiremos el desplazamiento paralelo de fibras
como sigue. Sea 7 = x4, 0 < t < 1, una curva diferenciable de clase C! sobre M. Sea uyg
un punto arbitrario de P con 7(ug) = x¢. El tnico levantamiento 7% de 7 a través de
ug tiene el punto final u; tal que 7(u;) = x;. Variando ug a lo largo de la fibra 71 (z)
obtenemos una aplicacién de la fibra 77! () sobre la fibra 771 (1) el cual lleva ug hacia
uy. Denotaremos esta aplicacion por la misma letra 7 y denominaremos a este como
desplazamiento paralelo a lo largo de la curva 7. El hecho de que 7 : m ! (xg) — 71 (xy)
se torne un isomorfismo deviene de la siguiente

Proposicion 3.6 El desplazamiento paralelo a lo largo de cualquier curva T conmuta
con la accion de G sobre P: To Ry = RyoT para cada a € G.

Demostracién: Esto sigue del hecho de que cada curva horizontal es llevada en otra
curva horizontal bajo R,. O

El desplazamiento paralelo a lo largo de cualquier curva diferenciable por partes
de clase C! puede ser definida en un modo semejante. Debemos reparar que el des-
plazamiento paralelo a lo largo de una curva 7 es independiente de una especifica
parametrizacién usada z; en el siguiente sentido. Considérese dos curvas parametriza-
das o4, a <t < b,y ys ¢ <s<d, en M. El desplazamiento paralelo a lo largo de de
x; y el otro a lo largo de ys coinciden si existe un homeomorfismo ¢ del intervalo [a, 0]
sobre [c,d] tal que (1) ¢(a) = cy o(b) =d, (2) ¢ v ! ambos sean diferenciables de
clase C'! excepto para un nimero finito de valores del pardmetro, y (3) y,u) = @; para
todot,a <t <b

Si 7 es la curva a4, a < t < b, denotaremos por 7! a la curva v, a < t < b, definida
por y; = x4+ - La siguiente proposicion es evidente.

Proposicion 3.7.

(a) Si T es una curva diferenciable por partes de clase C* en M, entonces el despla-
zamiento paralelo a lo largo de 7~ es la inversa del desplazamiento paralelo a lo
largo de T.
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(b) Si T es una curva de x hacia y en M y p es una curva de y hacia z en M, el
desplazamiento paralelo a lo largo de la curva compuesta jv - T es la composicion
de los desplazamientos paralelos T y pu.

3.4. Grupo de holonomia

Usando la nocién de desplazamiento paralelo, podemos definir el grupo de holonomia
de una conexién dada I' en un fibrado principal (P, 7, M, G). En aras de la simplicidad,
diremos curva a una curva diferenciable por partes de clase C*, con 1 < k < oo.

Para cada punto x de M denotaremos por C'(x) al espacio de lazos en z, esto es, el
conjunto de todas las curvas cerradas que inician y terminan en x. Si 7 y ¢ son elementos
de C(z), la curva compuesta u - 7 (7 seguido de p) es también un elemento de C(x).
Como probamos en la seccién anterior, para cada 7 € C(x), el desplazamiento paralelo
a lo largo de 7 es un isomorfismo de 7~!(z) sobre si mismo. El conjunto de todos tales
isomorfismos de 7~1(x) sobre s{ mismo forma un grupo en virtud a la proposicién 3.7.
Este grupo es denominado como grupo de holonomia de I' con referencia al punto x.
Sea C°(x) el subconjunto de C'(z) que consiste de lazos los cuales son homotépicos a
cero. El subgrupo del grupo de holonomia que consiste de desplazamientos paralelos
que surgen de todos los 7 € C°(x) es denominado como el grupo de holonomia restricto
de I' con referencia al punto x. El grupo de holonomia y el grupo de holonomia restricto
de T' con referencial al punto z serdn denotados por ®(z) y ®°(x) respectivamente.

Es conveniente entender a estos grupos como subgrupos del grupo estructural G
del siguiente modo. Sea u un punto arbitrariamente fijado de la fibra 7—!(x). Cada
7 € C(x) determina un elemento, digamos, a, de G tal que 7(u) = wa. Si un lazo
p € C(z) determina b € G, entonces la compuesta p-7 determina ba porque (p-7)(u) =
p(ua) = (u(u))a = uba. El conjunto de elementos a € G determinado por todos los
elementos 7 € C(z) forman un subgrupo de G. Este subgrupo, denotado por ®(u),
es llamado el grupo de holonomia de I' con referencia al punto u € P. El grupo de
holonomia restricto ®°(u) de T' con referencia al punto u puede ser definido como una
consecuencia. Nétese que ®(z) es un grupo de isomorfismos de la fibra 7—!(x) sobre s
misma y ®(u) es un subgrupo de G. Es claro que existe un tunico isomorfismo de ®(z)
sobre ®(u) el cual hace al siguiente diagrama, conmutativo:

)
)\

O(z) —— D(u).

C(x

Otra manera de definir ®(u) es la siguiente: Cuando dos puntos u y v de P pueden
ser unidos por una curva horizontal, escribiremos v ~ v. Este es claramente una relacién
de equivalencia. Entonces ®(u) es igual al conjunto de a € G tal que u ~ ua. Usando
el hecho de que u ~ v implica que ua ~ uv para cualquieru,v € Py a € G, es sencillo
de verificar una vez mas que éste subconjunto de G forma un subgrupo de G.
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Proposicién 3.8.

(a) Siv =ua, a € G, entonces ®(v) = Ad(a™1)(P(u)), esto es, los grupos de holo-
nomia ®(v) y ®(u) son conjugados en G. Similarmente ®°(v) = Ad(a™1)(P°(u)).

(b) Si dos puntos u y v de P pueden ser unidos por una curva horizontal, entonces

O(u) = 0(v) y (u) = (v).

Demostracién:

(a) Sea b € ®(u) asi
Por tanto Ad(a™')(D)
La prueba para ®°(v) =

que u ~ ub. Entonces ua ~ (ub)a conduce a que v ~ (va Dba.
€ ®(v). Esto implica sencillamente que ®(v) = Ad(a™)(P(u)).
= Ad(a™1)(®°(u)) es similar.

(b) La relaciéon u ~ v implica ub ~ wvb para cada b € G. Puesto que la relacién ~
es transitiva, u ~ ub si y sélo si v ~ vb, esto es, b € ®(u) si y sélo si b € ®(v). Para
probar que ®°(u) = ®%(v), sea u* una curva horizontal en P de u hacia v. Si b € ®°(u),
entonces existe una curva horizontal 7% en P de u hacia ub tal que la curva 7(7*) en
M es un lazo en 7(u) homotépico a cero. Entonces la composicién (Rpu*) - 7 - =t
es una curva horizontal en P de v hacia vb y su proyeccién en M es un lazo en 7(v)
homotdpico a cero. Asi b € ®°(v). Semejantemente, si b € ®°(v), entonces b € PO (u).
([

Si M es conexa, entonces para cada par de puntos u y v de P, existe un elemento
a € G tal que v ~ ua. Esto conduce a que si M es conexo, los grupos de holonomia
®(u), u € P, son todos conjugados uno con respecto a otro en G y por tanto isomorfos
entre ellos.

El resto de esta seccién se dedicard a probar el hecho de que el grupo de holonomia
es un grupo de Lie.

Teorema 3.2 Sea (P,m, M,G) un fibrado principal cuya variedad base M es coneza y
paracompacta. Sea ®(u) y ®°(u), u € P, el grupo de holonomia vy el grupo de holonomia
restricto de una conexion I' con punto de referencia w. Entonces

(a) ®°(u) es un subgrupo de Lie conezo de G

(b) ®°(u) es un subgrupo normal de ®(u) y ®(u)/®°(u) es numerable.

En virtud a este teorema, ®(u) es un subgrupo de Lie de G cuya componente identidad
es ®Y(u).

Demostracién: Una prueba detallada puede encontrarse en (Kobayashi y Nomizu,
1961).
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3.5. La forma curvatura y ecuacion estructural

Sea (P.m, M,G) un fibrado principal y p una representacién de G sobre un espacio
vectorial finito dimensional V'; p(a) es una transformacién lineal de V para cada a € G
y p(ab) = p(a)p(b) para a,b € G. Una forma pseudotensorial de grado r sobre P de
tipo (p, V') es una r—forma ¢ a valores en V' sobre P tal que

Rio = pla)-p paraacG .

Tal forma ¢ es denominada una forma tensorial si este es horizontal en el sentido que
©(X1,...,X,) = 0 siempre que al menos uno de los vectores tangentes X; de P es
vertical, i.e., tangente a la fibra.

Ejemplo 3.1 Si pg es la representacién trivial de G sobre V', que es, po(a) es la trans-
formacion identidad de V' para cada a € G, entonces una forma tensorial de grado r
de tipo (po, V) no es nada més que una forma ¢ sobre P el cual puede ser expresado
como ¢ = m ) donde p,; es una r—forma a valores en V' sobre la base M.

Ejemplo 3.2 Sea p una representacién de GG sobre V' y FE el fibrado asociado a P con
fibra modelo V' sobre el cual actua G a través de p. Una forma tensorial ¢ de grado r
de tipo (p, V') puede ser considerado como una asignacién a cada x € M una aplicacién
multilineal antisimétrica @, de T,M x --- x T, M (r veces) hacia el espacio vectorial
ng(x) quien es una fibra de E sobre x. Quiere decir, definimos

Ou( X1, .., X)) = u(p(XT,..., X)), X, eT,M,

T

donde w es cualquier punto de P con w(u) = x y X} es cualquier vector en u tal
que T,7m(X}) = X, para cada i. p(X7,..., X*r) es entonces un elemento de la fibra
modelo V' y u es una aplicacién lineal de V' sobre 7' () asf que u(p(X7, ..., X})) es
un elemento de 7@1(3:). Esto puede ser sencillamente verificado que este elemento es
independiente de la eleccion de u y X;. Reciprocamente, dada una aplicaciéon multilineal
antisimétrica @, : T,M X -+ X T, M — ﬂ,}l(:c) para cada x € M, una forma tensorial
¢ de grado r de tipo (p, V') sobre P puede ser definida por
o(X7, .. X = u N (@ (m(XT), ..., (X)), X;eT,P

T T

donde z = m(u). En particular, una 0—forma tensorial de tipo (p,V), esto es, una
funcién f : P — V tal que f(ua) = p(a™!')f(u), puede ser identificado con una seccién
transversal M — E.

Sea I" una conexién en (P, w, M, G). Sea V,, y H, los subespacios vertical y horizontal
de T, P, respectivamente. Sea h : T,,P — H, la proyeccion.

Proposicién 3.9 Si ¢ es una r—forma pseudotensorial sobre P de tipo (p,V'), enton-
ces

(a) La forma @h definida por (ph)(Xy,...,X,) = p(hXy,...,hX,), X; € T, P, es

una forma tensorial del tipo (p,V');
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(b) do es una (r + 1)—forma pseudotensorial del tipo (p,V);

(¢) La (r + 1)—forma Dy definida por Do = (dp)h es una forma tensorial del tipo
(p, V).

Demostraciéon: De R,oh = hoR,, a € GG, conduce a que ¢h es una forma pseudo-
tensorial del tipo (p, V); es evidente que

(oh)(X1,..., X;) =0,

si uno de los campos X; es vertical. (b) sigue de Rlod = do R}, a € G. (c) sigue de
(a) y (b). o

La forma Dy = (dp)h es denominada como la derivada covariante exterior de ¢y
D es llamada la diferenciacion covariante exterior.

Si p es la representacion adjunta de G en el dlgeba de Lie g, una forma (pseu-
do)tensorial del tipo (p, g) es denominada como aquella del tipo Ad G. La forma cone-
xion w es una 1—forma pseudotensorial del tipo Ad G. Por la proposicion 3.9, Dw es
una 2—forma tensorial del tipo Ad G y es llamada como la forma curvatura de w.

Teorema 3.3 (Ecuacién estructural). Sea w una forma conexion y Q su forma
curvatura. Entonces

1
dw(X,)Y) = —§[w(X),w(Y)]+Q(X,Y) para X,Y € T,P, uc P.

Demostracién: Cada vector de P es la suma de un vector vertical y otro horizontal.
Puesto que ambos lados de la ecuacién anterior son bilineales y antisimétricos en X y
Y, es suficiente verificar la igualdad en los tres siguientes casos especiales.

(1) X y Y sean horizontales. En este caso, w(X) = w(Y) = 0 y la igualdad se reduce
a la definicién de €.

(2) X y Y sean verticales. Sea X = A* y Y = B* en u, donde A, B € g. Aqui
A* y B* son los campos vectoriales fundamentales correspondientes a A y B
respectivamente. Por lo que tenemos

2dw(A*, B*) = A*(w(B*)) — B*(w(A")) — w([A*, B*])
= _[A’ B]
= —[w(A),w(B")],
pues w(A*) = A, w(B*) = By [A*, B*| = [A.B]*. Por otro lado, Q(A*, B*) = 0.

(3) X sea horizontal y Y vertical. Extendamos X a un campo vectorial horizontal
sobre P, al cual también denotaremos por X. Sea Y = A* en u, donde A € g.
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Puesto que el lado derecho de la igualdad se anula, es suficiente mostrar que
dw(X, A*) = 0. Ademds, tenemos que

2dw(X, A*) = X(w(A)) — A*(w(X)) —w([X, A*])
= —w([X, AT) .

Ahora es suficiente probar el siguiente

Lema 3.4 Si A* es el campo vectorial fundamental correspondiente a un elemento
A€ gy X esun campo vectorial horizontal, entonces [X, A*] es horizontal.

Demostracién: El campo vectorial fundamental A* es inducido por R,,, donde a; es
el subgrupo a 1—parametro de GG generado por A € g. Asi, tenemos

* z 1
[X7A] - %l_I}%;[Rat(X)—X]
Si X es horizontal, asi también lo es R,,(X). Por tanto [X, A*] es horizontal. O

Corolario 3.1 Si X y Y son ambos campos vectoriales horizontales sobre P, entonces

W(X,Y]) = —20(X,Y).

La ecuacién estructural (comtinmente denominado de ecuacion estructural de E.
Cartan) es aveces escrita, en aras de la simplicidad, como:

1
Sea eq,..., e, una base para el algebra de Lie g y cé»k, 1,7,k =1,...,r, las constantes
de estructura de g con respecto a ey, ..., e, esto es,

lej, ex] = Zcékei, g k=1,...,r

Seaw =Y, w'e; y Q=3 NV,;. Entonces la ecuacién estructural puede ser expresado
como sigue:

dw' = — %Zczkw%wkjt@i, 1=1,...,7.
gk
Teorema 3.4 (Identidad de Bianchi).
DQ = 0.
Demostracién: Por la definicién de D, es suficiente probar que dQ2(X,Y,Z) = 0

siempre que X,Y y Z sean todos vectores horizontales. Apliquemos la diferenciacion
exterior d a la ecuacion estructural. Entonces

; 1 , , 1 S .
0 = ddw' = —§Zc;kdw3/\wk+ézqkwj/\dwk—l—dﬁl.
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Puesto que w(X) = 0 siempre que X sea horizontal, tenemos que
dQ'(X,Y,Z) = 0

siempre que X,Y y Z sean todos horizontales. |

Proposiciéon 3.10 Sea w una forma conexion y ¢ una 1—forma tensorial del tipo
Ad G. Entonces

Dp(X,Y) =dp(X,Y) + %[@(X),w(Y)] + %[w(X), oY)  parae X,Y € T,P, u € P.

Demostracion: Como en la prueba del teorema 3.3, es suficiente considerar los tres
casos especiales. Solamente el caso no-trivial es cuando X es vertical y Y horizontal.
Sea X = A* en u, donde A € g. Extendamos Y a un campo vectorial horizontal
sobre P, denotado también por Y, el cual es invariante por R,, a € G. (Primero
extendamos al vector 7Y a un campo vectorial sobre M y entonces levantar este a
un campo vectorial horizontal sobre P). Entonces [A*,Y] = 0. Como A* es vertical,
Dp(A*,Y) = 0. Primero mostremos que el lado derecho de la igualdad se anula. Asi,
tenemos

dp(AY) = S(A(p(Y)) = Y (p(4)) — pl[4°V]) = JA"(p(Y)),

asi que es suficiente mostrar A*(p(Y)) + [w(A*),o(Y)] =00 A" (p(Y)) = —[A, p(Y)].
Si a; denota al subgrupo a 1—parametro de G generado por A, entonces

A:(@(Y)) = o~ [pua(Y) — gu(Y)

t—0 t

= lim 1[(R2t¢)u(Y ) — @u(Y)]

t—0 t

= lim l[Ad(a_l)(gou(Y)) —pu(Y)]

t—0 t

= [Aeu(Y)],

pues Y es invariante bajo R,,. O

3.6. Aplicaciéon entre conexiones

En los capitulos anteriores consideramos ciertas aplicaciones entre fibrados princi-
pales tales como un homomorfismo, una inyeccién y aquellas que preservan fibra. Ahora
estudiaremos los efectos de estas aplicaciones sobre conexiones.

Proposicién 3.11 Sea f : (P',7',M',G') — (P,m, M,G) un homomorfismo con el
correspondiente homomorfismo f : G' — G tal que la aplicacion inducida f : M' — M
es un difeomorfismo de M’ sobre M. Sea T una conexion en P', W' una forma conexion
y ' la forma curvatura de I". Entonces
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(a) Existe una unica conexion I' en P tal que los subespacios horizontales de T son
llevados a subespacios horizontales de I' por f.

(b) Siw yQ son la forma conexion y la forma curvatura de T' respectivamente, enton-
ces ffw=f-wyf*Q=f-Q, donde - o f-Q significa la forma a valores en
g’ sobre P definida por (f-w')(X') = f(w' (X)) o (f-Q)NX",Y') = f(QUX",Y)),
donde f a la derecha de la igualdad es el homomorfismo g — g inducido por
f:G—=aG.

(c) Siv € P yu= f(u') € P, entonces f : G' — G lleva ®(u') sobre ®(u) y
PO(u') sobre ®°(u), donde ®(u) y ®°(u) (resp. ®(u') y ®°(u’)) son los grupos de
holonomia de T (resp. I') con punto de referencia u (resp. u').

Demostracién:

(a) Dado un punto u € P, elijase v’ € P’y a € G tal que u = f(u')a. Definamos al
subespacio horizontal H, de T,,P por H, = R, o f(H,), donde H,/ es el subespacio
horizontal de T,/ P’ con respecto a IV. Debemos mostrar que H, es independiente
de la eleccion de v y a. Siu = f(v')b, donde v’ € P'y b € G, entonces v' = u'c pa-
ra algin ¢ € G'. Si hacemos ¢ = f(¢), entonces u = f(v')b = f(u'c)b = f(u')ch
y por tanto a = cb. Tenemos Ryo f(H,y) = Ryof(Hye) = RpofoRu(Hy) =
RyoReo f(Hy) = Ryo f(Hu), €l cual prueba nuestra aseveracion. Deberemos mos-
trar que la distribucién v — H, es una conexién en P. Si v = f(u')a, enton-
ces ub = f(u')ab 'y Hy = Rapof(Hy) = RyoRyo f(Hy) = Ry(H,), asi queda
probada la invariancia bajo G de la distribucién. Ahora deberemos probar que
T.P =V, + H,, donde V, es el espacio tangente a la fibra en u. Por la triviali-
zacion local de P, es suficiente probar que la proyeccion « : P — M induce un
isomorfismo lineal 7 : H, — T, M. Podemos asumir que u = f(u’) puesto que
la distribucién es invariante bajo GG. En el diagrama conmutativo

H, —L & 1,

[EE—"

T.M —L s 1M,

la aplicacion «’ : HyHy — T My f T, M’ — T, M son isomorfismos lineales y
por tanto las dos aplicaciones restantes también deben ser isomorfismos lineales.
La unicidad de I" es evidente de su construccion.

(b) La igualdad f*w = f - W' puede ser reescrita como sigue:
w(ifX") = f(W(X')) paraX €T P, v eP.

Es suficiente verificar esta ecuacién en los dos casos especiales: (1) X’ es horizontal,
y (2) X' es vertical. Puesto que f : P’ — P lleva cada vector horizontal hacia
un vector horizontal, ambos lados de la igualdad se anulan si X’ es horizontal.
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Si X’ es vertical, X’ = A™ en v/, donde A’ € ¢g'. Sea A = f(A’) € g. Puesto que
f(w'a") = f(u')f(a') para cada o’ € G’, tenemos que f(X') = A* en f(u'). Asi

w(fX') =w(A") = A= f(A) = f(W(A7)) = f(' (X))
De f*w = f - W', obtenemos d(f*w) = d(f - ')y ffdw = f - dw'. Por la ecuacién

estructural: 1 1
o) + £ = — (W )+
tenemos 1 1
—Slfw el 0 = = Slf W f ]+
Esto implica que f*Q = f- /.

(c) Sea T un lazo en x = 7(u). Sea 7/ = f~'(7) as{ que 7’ es un lazo en 2’ = 7' (/).

Sea 7" el levantamiento horizontal de 7' iniciando en u'. Entonces f(7™) es el
vantamien rizon T 1nician n u. nunci r rivial.
levantamiento horizontal de ciando e El enunciado (c) ahora es trivial

O

En la situacion dada como en la proposicion 3.11, decimos que f lleva la conexién
[ en la conexién I'. En particular, en el caso cuando (P, 7", M’, G') es un subfibrado
reducido de (P,7, M,G) con inyeccién f asi que M' = My f : M — M es el
difeomorfismo identidad, decimos que la conexién I en P es reducible a la conexién I
en P’'. Un automorfismo f del fibrado (P, 7, M, G) es denominado un automorfismo de
una conexion I' en P si este lleva I' hacia I, y en este caso, I' es dicha que invariante

por f.

Proposicién 3.12 Sea f: (P, 7', M’ ,G") — (P,m, M,G) un homomorfismo tal que el
homomorfismo correspondiente [ : G' — G lleva G’ isomorficamente sobre G. Sea T’
una conexion en P, w la forma conexion y Q) la forma curvatura de I'. Entonces

(a) Eziste una unica conexion I en P’ tal que los subespacios horizontales de I son
llevados hacia subespacios horizontales de T por f.

(b) Si 'y Q son la forma conexion y la forma curvatura de T" respectivamente,
entonces f*w=f-w y f*Q=f-Q.

(c) Siv' € P yu= f(u') € P, entonces el isomorfismo f : G' — G lleva ®(u') hacia
O (u) y P°(u') hacia D°(u).

Demostracién: Definamos I” mediante su forma conexién w’. Sea w’' = f~!- f*w,
donde f~!': g — g es la inversa del isomorfismo f : g’ — g inducido de f : G' — G.
Sea X' e TyP' yad € G ysea X = fX'ya= f(da). Entonces tenemos

(B X)) = [TH(f(ReX) = [THw(R.X))
= (({Xd(;z ()( )() ) = Ada™)(fTH(w(X)))



78 TEORIA DE CONEXIONES

Sea A’ e gy A= f(A’). Sean Ay A’ denotando los campos vectoriales fundamentales
correspondientes a A y A’ respectivamente. Entonces tenemos

W(AT) = fHw(d) = f1(4) = A

Esto prueba que la forma w’ define una conexién. La verificacién de los otros enunciados
es completamente analoga a la prueba de la proposicion 3.11. O

En las condiciones dadas como en la proposicion 3.11, decimos que I es inducida por
f desde I'. Si f es una aplicacién que preserva fibra, estoes, G’ =Gy f : G' — G es el
automorfismo identidad, entonces w’ = f*w. En particual, dado un fibrado (P, w, M, G)

y una aplicacion f : M’ — M, cada conexién en P induce una conexién en el fibrado
inducido f~!P.

Para cualesquiera fibrados principales (P, 7p, M,G) y (Q, 7o, M, H), P x @) es un
fibrado principal sobre M x M con grupo G x H. Sea P+ @ la restriccion de P x Q) a
la diagonal AM de M x M. Puesto que AM y M son difeomorfos uno con respecto al
otro de manera natural, consideremos P + ) como un fibrado principal sobre M con
grupo G X H. La restricciéon de la proyeccion P x () — P a P + @), denotado por fp,
es un homomorfismo con el correspondiente homomorfismo natural fo: G x H — G.
Semejantemente, para fo : P+ Q - Qy fu: Gx H — H.

Proposicién 3.13 Sean I'p yI'g coneziones en (P,mp, M,G) y (Q,mg, M, H) respec-
tivamente. Entonces

(a) Eziste una inica conexion I' en P+ Q tal que el homomorfismo fp: P+ @Q — P
Yy fo: P+Q — Q llevan I' hacia I'p y I'g respectivamente.

(b) Siw,wp ywg son formas conexion y Q, Qp y Qg son las formas curvatura de T,
I'p y I'g respectivamente, entonces

W = frwrt fowe. Q= [30p+ [539%:.

(c) Seaw € P, u € Q, y (u,v) € P+ Q. Entonces el grupo de holonomia ®(u,v)
de T' (resp. el grupo de holonomia restricto ®°(u,v) de T') es un subgrupo de
P(u) x ®(v) (resp. °(u) x ®°(v)). El homomorfismo fo : G x H — G (resp.
fu: Gx H— H) lleva ®(u,v) sobre ®(u) (resp. sobre ®(v)) y ®°(u,v) sobre
®O(u) (resp. sobre ®°(v)), donde ®(u) y ®°(u) (resp. ®(v) y ®°(v)) son el grupo
de holonomia y el grupo de holonomia restricto de I'p (resp. I'g).

La prueba es semejante a la demostracién de la proposicion 3.11.

Proposicién 3.14 Sea (Q,mg, M, H) un subfibrado de (P,wp, M,G), donde H es un
subgrupo de Lie de G. Asumase que el dlgebra de Lie g de G admite un subespacio m
tal que g = m @ b y Ad(H)(m) = m, donde b es el dlgebra de Lie de H. Para cada
forma conexion w en P, la h—componente w' de w restricta a Q es una forma conexion

en Q.
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Demostracién: Sea A € h y A* el campo vectorial fundamental correspondiente a
A. Entonces w'(A*) es la h—componente de w(A*) = A. Por tanto, w'(A*) = A. Sea ¢
la m—componente de w restricto a Q). Sea X € T,(Q y a € H. Entonces

w(R.X) = w(R.X)+ p(RX),
Ad(a™)(w(X)) = Ad(a™)(W'(X)) +Ad(a™")(p(X)).

El lado izquierdo de las dos precedidas igualdades coinciden. Comparando las h—compo-
nentes del lado derecho, obtenemos w'(R,X) = Ad(a™")(w'(X)). Obsérvese que usamos
el hecho de que Ad(a™')(p(X)) estd en m. O

Observacion 3.3 La conexion definida por w en P es reducible a una conexién en el
subfibrado @ si y solo si la restriccion de w a @ es a valores en h. Bajo las condiciones
de la proposicién 3.14, significa que w’ = w sobre Q.

3.7. Teorema de la reduccion y de holonomia

A menos que se establezca lo contrario, curva significara una curva diferenciable
por partes de clase C'™°.

Teorema 3.5 (Teorema de reduccién). Sea (P, 7, M,G) un fibrado principal con
una conexion I', donde M es conexa y paracompacta. Sea ug un punto arbitrario de P.
Dendtese por P(ug) el conjunto de puntos en P los cuales pueden ser juntados a ug
por una curva horizontal. Entonces

(1) P(ug) es un fibrado reducido con grupo estructural ®(ug).

(2) La conexion I es reducible a una conexion en P(uy).

(1) Primero demostraremos

Lema 3.5 Sea @ un subconjunto de P, (P,m,M,G), y H un subgrupo de Lie de G.
Asuma: (1) la proyeccion m : P — M lleva Q sobre M; (2) Q es estable por H, i.e.,
R.(Q) = Q para cada a € H; (3) si u,v € Q y w(u) = 7(v), entonces existe un
elemento a € H tal que v = ua; y (4) cada punto x de M tiene una vecindad U y
una seccion o : U — P tal que o(U) C Q. Entonces (Q,mg, M, H) es un subfibrado
reducido de (P, 7, M, Q).

Demostracién: Para cada u € 771(U), sea x = 7(u) y a € G el elemento determi-
nado por u = o(x)a. Defina un isomorfismo ¢ (u) = (z,a). Es sencillo de ver que 1
lleva @ N7~ 1(U) 1:1 sobre U x H. Introduce una estructura diferenciable en @ de tal
manera que ¢ : QN7 Y(U) — U x H se torna un difeomorfismo; por lo que Q llega
a ser una variedad diferenciable. Ahora es evidente que () tiene estructura de fibrado
principal sobre M con grupo estructural H y que () es un subfibrado de P.
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Demostracién del teorema 3.5. (1) Vemos que, de M paracompacto, el grupo de
holonomia ®(ug) es un subgrupo de Lie de Gy que el subconjunto P(ug) y el grupo
®(up) satisfacen las condiciones (1), (2) y (3) del dltimo lema. Para verificar (4), del
lema, sea x!, ..., 2" un sistema de coordenadas local entorno de z tal que z es el origen
(0,...,0) con respecto a este sistema de coordenadas. Sea U una vecindad cibita de
z definida por |z'| < §. Dado cualquier punto y € U, sea 7, el segmento de linea de
x a y con respecto al sistema de coordenadas x!,...,z". Fijando un punto u € () tal
que m(u) = z. Sea o(y) el punto de P obtenido por el desplazamiento paralelo de u a
lo largo de 7,. Entonces ¢ : U — P es una seccién tal que o(U) C Q). Ahora (1) del
teorema 3.5 sigue de este ultimo lema.

(2) Es inmediata consecuencia del siguiente

Lema 3.6 Sea (Q, 7, M, H) un subfibrado de (P,m,M,G) y I' una conexion en P.
Si, para cada u € Q, el subespacio horizontal de T, P es tangente a @), entonces I' es
reducible a la conexion en ().

Demostracién: Definimos una conexién IV en () como sigue. El subespacio horizontal
de T,,Q, u € @, con respecto a I'" es por definicion el subespacio horizontal de T,, P con
respecto a I'. Es obvio que I' es reducible a I". O

Llamaremos a P(u) el fibrado de holonomia a través de u. Es evidente que P(u) =
P(v) siy solo si u y v pueden se juntados por una curva horizontal. Como la relacién
~ (u ~ v si uy v pueden ser unidos por una curva horizontal) es una relacién de
equivalencia, tenemos, para cada par de puntos u y v de P, o P(u) = P(v) o P(u) N
P(v) = (. En otras palabras, P es descompuesto en la unién disjunta de fibrados de
holonomia. Puesto que cada a € G lleva cada curva horizontal en una curva horizontal,
R,(P(u)) = P(ua) y Ry : P(u) — P(ua) es un isomorfismo con el correspondiente
isomorfismo Ad(a™!) : ®(u) — ®(ua) del grupo estructural. Es sencillo de ver que,
dado cualesquier u y v, existe un elemento a € G tal que P(v) = P(ua). Asi el fibrado
de holonomia P(u), u € P, son todos isomorfos uno con respecto al otro.

Teorema 3.6 Sea (P,m, M,G) un fibrado principal, donde M es conexa y paracom-
pacto. Sea I una conexion en P, Q la forma curvatura, ®(u) el grupo de holonomia con
punto referencial u € P y P(u) el fibrado de holonomia a través de u de T'. Entonces
el dlgebra de Lie de ®(u) es igual al subespacio de g, dlgebra de Lie de G, generado
por todos los elementos de la forma Q,(X,Y), donde v € P(u) y X yY son vectores
horizontales arbitrarios en v.

Demostracién: En virtud al teorema 3.5, podemos asumir que P(u) = P, i.e.,
®(u)) = G. Sea ¢ el subespacio de g generado por todos los elementos de la for-
ma §2,(X,Y), donde v € P(u) = P con X y Y vectores horizontales arbitrarios en v.
El subespacio g’ es en realidad un ideal de g, porque €2 es una forma tensorial del tipo
AdG y por tanto g’ es invariante bajo AdG. Deberemos probar que g’ = g.

Para cada punto v € P, sea S, el subespacio de T, P generado por el subespacio
horizontal H, y por el espacio g, = { A% | A € ¢ }, donde A* es el campo vectorial
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fundamental sobre P correspondiente a A. La distribucién S tiene dimensién n + r,
donde n = dim M y r = dimg’. Debemos mostrar que S es diferenciable e involuti-
vo. Sea v un punto arbitrario de P y U una vecindad coordenada de y = w(v) € M
tal que 7~ 1(U) es isomorfo con U x G. Sean Xj,..., X, campos vectoriales diferen-
ciables sobre U los cuales son linealmente independientes en todas partes sobre U y
X75,..., X} los levantamientos horizontales de X7, ..., X,,. Sea Ay, ..., A, una base pa-
rag y Aj,..., A} los correspondientes campos vectoriales fundamentales. Es claro que
X7, ..., X3 AL .., Af forma una base local para S. Para probar que S es involutiva,
es suficiente verificar que el bracket de cualesquiera dos campos vectoriales pertenecen
a S. Es claro para [A], A7], puesto que [A;, A;] € ¢ v [A;, 4] = [A], A]]. Ademds
[A7, X7] es horizontal; en realidad [A}, X;] = 0 como X es invariante por R, para
cada a € G. Finalmente, sea A = w([X;, X7]) € g, donde w es la forma conexién
de I'. También reparemos que A = w([X}, X7]) = —2Q(X}, X7) € ¢'. Puesto que la
componente vertical de [(X, X7)] en v € P es igual a A} € S,, [X], X}] pertenece a
S. Esto prueba nuestra aseveracion de que S es involutiva.

Sea P, la variedad integral maximal de S a través de u. Por la maximalidad de P,
tenemos que P = P,. Ademas,

dimg = dim(P)—n = dim(F)—n = dimg .
Esto implica que g = ¢'. O

3.8. Conexiones planas

Sea P x GG un fibrado principal trivial. Para cada, a € G el conjunto M x {a} es
una subvariedad de P. En particular, M x {e} es una subvariedad de P, donde e es
la identidad de G. La conexion canonica plana en P esta definida tomando el espacio
tangente a M x {a} en u = (z,a) € M x G como el subespacio horizontal en u. En
otras palabras, una conexion en P es la conexién canodnica plana si y solo si este es
reducible a una tnica conexién en M x {e}. Sea 6 la 1—forma candnica sobre G. Sea
f: M x G — G la proyeccién natural y sea

w = f*0.

Es facil de verificar que w es la forma conexién de la conexién candnica plana en P. La
ecuacion de Maurer-Cartan de 6 implica que la conexion candnica plana tiene curvatura

Cero: do = d(f0) = f(do) = f(16,6)
= 370,10 = Lwul.

Una conexién en cualquier fibrado principal (P, 7, M,G) es denominado plana si
cada punto z de M tiene una vecindad U tal que la conexién inducida en P, = 71 (U)
es isomorfo con la conexién candnica plana en U x (. Siendo mé&s precisos, existe
un isomorfismo ¢ : 771 (U) — U x G el cual lleva subespacios horizontales en cada

u € 71 (U) sobre subespacios horizontales en ¢(u) de la conexién canénica plana en
UxG.
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Teorema 3.7 Una conexion en (P,m, M,G) es plana si y solo si la forma curvatura
se anula idénticamente.

Demostracion: Asuma que la forma curvatura se anula idénticamente. Para cada
punto x de M, sea U una simple vecindad abierta y conexa de = y considere la conexion
inducida en P, = 7 *(U). El grupo de holonomia de la conexién inducida en P,
consiste de solamente la identidad. Aplicando el teorema de reduccién, teorema 3.5,
vemos que la conexién inducida en P, es isomorfo con la conexién canénica plana en
U x (. La reciproca es evidente. O

Corolario 3.2 Sea I una conexion en (P,m, M,G) tal que la curvatura se anula idénti-
camente. St M es paracompacta y simplemente conexa, entonces P es isomorfo con el
fibrado trivial M x G y I' es isomorfo con la conexion candonica plana en M x G.

Estudiaremos el caso cuando M no es necesariamente simplemente conexa. Sea I" una
conexién plana en (P, 7, M,G), donde M es conexa y paracompacta. Sea ug € Py
M* = P(uy), el fibrado de holonomia através de ug; M* es un fibrado principal sobre M
cuyo grupo estructural es el grupo de holonomia ®(ug). Puesto que ®(ug) es discreto y
como M* es conexa, M* es un espacio de recubrimiento de M. Sea xy = 7(ug), ©o € M.
Cada curva cerrada de M iniciando en xy define, por medio del desplazamiento paralelo
a lo largo de éste, un elemento de ®(ug). Puesto que el grupo de holonomia es trivial,
cualesquier dos curvas cerradas en x( representando al mismo elemento del primer
grupo de homotopia m (M, o) da lugar al mismo elemento de ®(ug). Asi obtenemos
un homomorfismo de (M, xg) sobre ®(ug). Sea N el subgrupo normal de ®(ug) y
sea M’ = M*/N. Entonces M’ es un fibrado principal sobre M con grupo estructural
®(ug)/N. En particular, M’ es un espacio de recubrimiento de M. Sea (P’, 7', M', G) el
fibrado principal inducido de (P, 7, M, G) por la proyeccién de recubrimiento M’ — M.
Sea f : P’ — P el homomorfismo natural.

Proposicién 3.15 FEziste una unica conexion I en (P, 7', M’ , G) el cual es llevado
hacia T por el homomorfismo f : P' — P. La conexion 1" es plana. Siug es un punto de
P’ tal que f(uf) = ug, entonces el grupo de holonomia ®(uf,) de I'" con punto referencial
ug es isomorficamente llevado sobre N por f.

Demostracién: Es claro que la forma curvatura de I" de anula idénticamente y I
es plana. Observemos que P’ es el subconjunto de M’ x P definida como sigue:

P ={(vweMxP|uz)=nr)?},

donde p : M — M es la proyeccién del recubrimiento. La proyecciéon n’ : P — M’ es
dada por 7’ : (¢/,u) = 2’ y el homomorfismo f : P’ — P es dada por f(2',u) = u asi que
el correspondiente homomorfismo f : G — G del grupo estructural es el automorfismo
identidad. Para probar que f lleva ®(u() isomérficamente sobre N, éste es ademas
suficiente probar que ®(uj) = N. Escriba

uy = (zg,u) € PPC M xP.
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Como p(xy) = m(xp), existe un elemento a € ®(uy) tal que
zy = v(wa) ,

donde v : M* = P(up) — M’ = P(up)/N es la proyeccién recubrimiento. Sea 7 =
up, 0 < t < 1, una curva horizontal en P’ tal que 7'(uy) = 7'(u}). Para cada ft,
hacemos

u, = (z,u) e PPC M xP.

Entonces la curva u;, < t < 1, es horizontal en P y por tanto estd contenida en
M* = P(uyg). Puesto que p(z}) = m(uy) = prov(ug) y xy = v(upa), tenemos z; = v(ua)
para 0 <t < 1. Tenemos que

vima) = o) = 7(u)) = 7(uw) = zy = v(wa)

y, consecuentemente,
v(ur) = v(uo) ,

lo que significa que u; = ugb para algin b € N. Esto muestra que ®(uy) C N. Recipro-
camente, sea b cualquier elemento de N. Sea u;, 0 <t < 1, una curva horizontal en P
tal que u; = upb. Defina una curva horizontal u;, 0 <t < 1, en P’ por

u:& = (x;,ut),

donde x} = v(uza). Entonces u; = ujb, mostrando que b € ®(uy).
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III. Metodologia y conclusiéon

La presente tesis exhibe un modo compacto de describir las diferentes estructu-
ras geométricas conocidas en la geometria diferencial. Puesto que el grupo estructural
siendo un grupo de Lie arbitrario, nos permite considerar como casos particulares a
las diferentes geometrias conocidas. Este abordage general permite desarrollar estruc-
turas geométricas mas generalizadas. Y que, en efecto, la literatura contemporénea asi
lo muestra. Para poder obtener ésta generalizacién fue preciso usar las metodologias
de construccién de fibrados generales con grupo estructural (constructivo, deductivo,
analitico y sintético).

Por tanto para percibir ésta generalizacion debemos hacer ciertas adaptaciones. Por
ejemplo tener en cuenta siempre que las diferentes geometrias son desarrolladas sobre
el grupo de Lie G = GL(m,F), donde F = R 6 C, grupo lineal general. Adaptemos
la teoria desarrollada en ésta presente tesis al fibrado tangente T'M, de una variedad
diferenciable M. Es decir, como sigue:

Sea ™™ el espacio vectorial de todas las m—uplas de elementos de F y GL(m;F)
el grupo de todas las matrices no-singulares con entradas de F. El grupo GL(m;F)
actiia sobre F™ por la izquierda en un modo natural; si a = (a}) € GL(m;F) y £ =
(&', ..., &m) € F™, entonces a = (3, a;&7, ..., > afPéd) € F™.

Sea (P,m, M,G) un fibrado principal y p una representacién de G en
GL(m;TF). Asi sea E(P xg F™, g, M,F™) el fibrado asociado a P con fibra tipica
F™ sobre el cual G actiia mediante p. Llamaremos a E como el fibrado vectorial, real o
complejo, sobre M, de acuerdo a cuando sea F = R o F = C. Cada fibra ng(z), = € M,
de E tiene la estructura de un espacio vectorial tal que cada v € P, con w(u) = x y
considerado como una aplicacién de F™ sobre 7' (z), es un isomorfismo lineal de F™
sobre 75" (). Sea S el conjunto de secciones ¢ : M — E; éste forma un espacio vectorial
sobre ' (de dimensién infinita si m > 1) con la adisién y multiplicacién definidas por

(p+d)(x) = ol@)+v(@), @ves zel,
Ap)(z) = Mep(z)), peS xeF, zell.

Podemos también considerar a S como un moédulo sobre el dlgebra de funciones a
valores en IF; si A es una funcién a valores en [F sobre M, entonces

A\o)(z) = Az)-9(x), ¢€S8, z€M.
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Sea I' una conexién en P. Recordando cémo I' define la nocién de desplazamiento
paralelo de las fibras de E. Si7=x;, a <t < b, esuna curvaen M y 7° = u; es un
levantamiento horizontal de 7 hacia P, entonces, para cada & € F™ prefijado, la curva
7' = w€ es, por definicion, un levantamiento horizontal de 7 hacia E.

Sea ¢ una secciéon de E definido sobre 7 = z; por lo que mgop(x;) = z; para
todo t. Sea I, el vector tangente a 7 en z;. Entonces, para cada t fijado, la derivada
covariante V;,¢ de ¢ en la direccién de (o con respecto a) i; es

o1
Vi = }lg% h[Tﬁh(g&(th)) - 80(1'1‘)] )

donde 7" : 7 Y(w1n) — mg'(2;) denota el desplazamiento paralelo de la fibra
o (xt+h) a lo largo de 7 de x4y a ;. Asi, Vi, € 75 (1) para cada t y define
una secciéon de F a lo largo de 7. La seccién ¢ es paralelo, ésto es, la curva ¢(z;) en F
es horizontal, si y s6lo si V;,¢ = 0 para todo t.

Sea X € T,M y ¢ una seccién de E definida en una vecindad de x. Entonces la
derivada covariante Vyy de ¢ en la direccion de X esta definida como sigue.
Sea 7 =x;, —€ <t<e€ una curva tal que X = &y. Entonces hacemos

VXQD = vittp.

Es sencillo de ver que Vx¢ es independiente de la eleccion de 7. Una seccién ¢ de E
definida sobre un subconjunto abierto U de M es paralela si y sélo si Vx¢ = 0 para
todo X e T, M, z € U.

Hasta aqui reproducimos la teoria de conexiones sobre un fibrado vectorial E a
partir de una conexién I' sobre un fibrado principal P particular.

Para concluir y dejar clara la relevancia de la teoria de fibrados principales y cone-
xiones definidas sobre ésta, como mostrado en la tesis, es percibir que la geometria es
caracterizada por la simetria (grupo de Lie) subyacente sobre ésta. Esto quiere decir:

(a) Si G = O(n), se trata de la Geometria Riemanniana;

(b) Si G =O(1,n — 1), se trata de la Geometria Lorentziana,

(¢) Si G =O(p,q), se trata de la Geometria pseudo-Riemanniana;
(d) Si G = Sp(n), se trata de la Geometria Simpléctica;

(e) Si G =U(n), se trata de la Geometria de Kéhler;

(f)

f) Si G = U(p, q), se trata de la Geometria pseudo-Kéhleriana;
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